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1.1. Preliminares: Definiciones y Terminologia

Derivadas parciales:

Para determinar la velocidad o el ritmo de cambio de una funcion de varias variables respecto a una
de sus variables independientes, se utiliza el proceso de Derivacion Parcial.

Definicién: Supdngase que z = f(x,y).

La derivada parcial de f respecto de "x" se denota mediante: % 0 fx(x,¥). Y es la funcion
obtenida mediante la derivacion de f respecto de “x", si "y" permanece constante.

La derivada parcial de f respecto de "y" se denota mediante: g—; 0 fy(x,¥). Y es la funcion
obtenida mediante derivacion de f respecto de "y", si "x" se mantiene constante.

Ejemplo 1: Halle las derivadas parciales de f, si f(x,y) = x% + 2xy? + z—z

Solucioén:

o floy) =2x+2p2(D) + 2 (—x7?)

2y
fx(,y) = 2x 4 2y? — I

o« fyGuy) = (0)+2x(2y) +— (1)
o fy)=dry+o

Ejercicio 1: Halle las derivadas parciales de cada una de las funciones dadas:
1. f(x,y) = yx? + 4x3y* 3. flx,y) = xe 2

2. z=(x*+xy>-2y)? 4. z = xe *"Y Evaluar en (1, Ln(2))
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Analisis marginal: En economia, el término Andlisis Marginal se refiere a la practica de
utilizar una derivada para estimar el cambio en el valor de una funcién que resulta de un incremento
de una unidad en una de sus variables.

Ejemplo 2: Se estima que la produccion semanal de cierta fabrica esta dada por la funcion:

Q(x,y) = 1200x + 500y + x%y — x3 — y? unidades, donde:
"x" es el nimero de trabajadores calificados e "y" es el nimero de trabajadores no calificados
empleados en la planta.

En la actualidad la fuerza laboral consta de 30 trabajadores calificados y 60 trabajadores no
calificados.

Utilice el andlisis marginal para estimar el cambio en la produccién semanal que resultara de la
adicion de un trabajador calificado, si el numero de trabajadores no calificados permanece
invariante.

Solucion: La razon de cambio de la produccion respecto al nimero de trabajadores calificados "x"
es:
Q. (x,y) = 1200 + 2xy — 3x?

n_n “«_.n

Para cualquier valor de "x" e “y” esta es la aproximacion del nimero de unidades adicionales que se
produciran cada semana si el nimero de trabajadores calificados aumenta de “x” a “x + 1” mientras

“«..n

que el nimero de no calificados sigue fijo en “y”.

En especial, si la fuerza laboral aumenta de 30 trabajadores calificados y 60 no calificados a 31
trabajadores calificados y 60 no calificados, se tiene:

0,(30,60) = 1200 + 2(30)(60) — 3(30)2 = 2100
Por tanto, el cambio resultante en la produccion es aproximadamente 2100 unidades.
Ejercicio 2: El costo (en dolares) de fabricar un articulo esta dado por: C(x,y) = 30 + 3x + 5y.
Donde "x" es el costo de una hora de mano de obra e "y" es el costo de una libra de material. Si el

costo de la mano de obra es de US$4 por hora y el de material US$3 por libra.

Calcule el costo marginal respecto a la mano de obra y el costo marginal respecto de material e
interprete los resultados.

1.2. Introduccion

Definicion 1.2.1. Ecuacién Diferencial

Una ecuacion que contiene derivadas de una o mas variables dependientes respecto a una 0 mas
variables independientes, se dice que es una Ecuacién Diferencial (ED).
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Ejemplo 3: La expresion:
y'+2y' =3y
Es una Ecuacion Diferencial y ademas puede escribirse como:

f1) +2f"(x) = 3f(x)

O también:
d’y _dy
P
Variable dependiente: . Variable independiente:

Lo que se busca, es encontrar la funcion (funciones) que den solucién a la ecuacion diferencial.

En este caso, las funciones y;(x) = e™3* y y,(x) = e* son solucién de la E.D:

yll + Zyl — 3y
Verificacion:
yi(x) = e™3* ya(x) = e*
yi'(x) = =3
yi"(x) = 9e™3

Luego, reemplazando en la E.D:
y"'+2y" =3y

Se tiene:

9e73% 4 2(—3e73%) 3(e3%)
3(e73¥) = 3(e73)

Por tanto, se verifica la E.D dada con la
funcion

3x

yi(x) = e”
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1.2.2. Clasificacion

Las ecuaciones diferenciales se clasifican por tipo, orden y linealidad.

Clasificacion por tipo

Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO). Es una ecuacion que contiene sélo derivadas de
una o mas variables dependientes respecto a una sola variable independiente.

Ejemplo 4:
dy d’y  dy d?x dy
— +10y = , — - ———6y=0 A
Ix y = sen(x) ax?  dx FTZAT 9x + 4y

Var. dependiente:
Var. independiente: .

Var. dependiente:
Var. independiente:

Var. dependiente:
Var. independiente: .

Ecuacion Diferencial Parcial (EDP). Es una ecuacion que involucra derivadas parciales
de una o mas variables dependientes de dos 0 mas variables independientes.

Ejemplo 5:
0%u N 0%u 1020 0°u 0*u _ou 0 Ju_ dv
d0x? = 0dy? - ox? = 0t? at ox dy

Var. dependiente:
Var. independiente:

Var. dependiente:
Var. independiente:

Var. dependiente: :
Var. independiente: .

Clasificacion por orden

El orden de una ecuacion diferencial ya sea EDO o EDP es el orden de la mayor derivada

de la ecuacion.

Ejemplo 6:
0%u 0%u dy 23u ou\* du
W-l_a_yz_m:o a+10y—sen(x) FP (a) —@ze

Es una EDP de segundo
orden.

Es una EDO de primer
orden.

Es una EDP de tercer
orden.
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Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden algunas veces son escritas en la
forma diferencial M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Ejemplo 7:

Dada la ecuacion diferencial (y —x)dx + 4xdy = 0,si se supone que "y" denota la
variable dependiente, entonces y' = Z—z. Por lo que al dividir entre la diferencial dx se
obtiene la forma alternativa 4xy’ + y = x.

Se puede expresar una EDO de n-ésimo orden con una variable dependiente por la forma
general:

F(x,y,y, .., y®b,y®™)=0 1)

Donde F es una funcion con valores reales de n+2 variables: x,y,y’, ...,y 1, y®),

., . . odmn ) _ ., .
La ecuacion diferencial # =f(x,y,Y,..,y™D,y™) donde f es una funcion continua
con valores reales, se conoce como la forma normal de la ecuacion (1).

Ejemplo 8:

Forma general | Forma normal

4xy'+y—x=0 y' =

y'—y' +6y=0| y"'=y" -6y

e C(lasificacion por linealidad

Una ecuacion diferencial de n-ésimo orden se dice que es lineal si F es lineal en
y,Y, .., y™ D,y Esto significa que una EDO de n-ésimo orden es lineal cuando la
ecuacion (1) es de la forma:

n n-1

d
an() T + Gn s () T + o+ G+ 4@y = 9()

dxn—1

Las dos propiedades caracteristicas de una EDO lineal son las siguientes:

= La variable dependiente “y” y todas sus derivadas y’, ..., y™~D, y(™ son de primer
grado, es decir la potencia de cada término que contiene “y” es igual a 1.

= Los coeficientes de ay, ay, ..., a, de y,v, ...,y@ 1,y dependen a lo mas de la
variable independiente “x”.
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Ejemplo 9:

sonx 2 L 102 Y _ 2 Es una EDO lineal de orden 2.
dx? dx ’
&dy 1) P _gy=ex | ESUNEDO lineal de orden 3.
dx3 dx —

Una Ecuacion Diferencial Ordinaria no lineal es simplemente no lineal. Funciones no
lineales de la variable dependiente o de sus derivadas, tales como seny 0 e¥, no se pueden
representar en una ecuacion lineal.

Ejemplo 10:
1- y)%+ 4y = e*, Es una EDO no lineal de orden 1.
d? _ Es una EDO no lineal de orden 2.
T2 seny =0
dy =, Es una EDO no lineal de orden 4.
FrEaaie

1.2.3. Solucion de una EDO

Una funcidn ¢ definida en un intervalo I, que posee al menos n derivadas continuas en |, las cuales
al sustituirse en una ecuacion diferencial ordinaria de orden n reduce la ecuacion a una identidad, es
una solucidn de la ecuacion diferencial en el intervalo dado.

INTERVALO DE DEFINICION: El intervalo | de la definicién anterior también se conoce como
intervalo de existencia, intervalo de validez, o dominio de la solucion.

Ejercicio 3: Verifique que la funcién indicada es una solucion de la ecuacién diferencial
correspondiente en el intervalo (—oo, ).

dy 1/2 x4
1. = = xylz ==
dx youy 16

2. y'=2y"+y=0; y=xe*

Observacion: Cada ecuacion diferencial del ejercicio 3 tiene la solucion constante y = 0 en el
intervalo (—oo, ).

Una solucién de una ED que es igual a cero en el intervalo I se dice que es una solucion trivial.
CURVA SOLUCION: La grafica de una solucion ¢ de una EDO se llama curva solucion. Puesto

que ¢ es una funcién derivable, es continua en un intervalo de definicién I. Tenga en cuenta que
puede haber diferencia entre la grafica de la funcion ¢ y la grafica de la solucion ¢.
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Ejemplo 11:

., 1
Sea la funcion y = =

.. 1 . -z - -
El dominio de y = p considerado como una funcion, es el conjunto de los nimeros reales
excepto el 0.

L 1 . ., . ,
El dominio de y = - considerado como una solucion de la EDO de primer orden xy’ +

y = 0, se considera que esta solucién esté definida en un intervalo en el que la funcion es
derivable y ademas satisface la EDO.

Es decir, y = % es una solucién de la EDO en cualquier intervalo que no contenga al 0, tal
como (—10,—1),(2,100), (—o0,—100), (1, ).

Para estos casos se toma el intervalo I, tan grande como sea posible, para este caso el
intervalo de definicion podria ser (—oo,0) 6 (0, o).

Las representaciones gréaficas para los dos casos serian entonces:

T ﬁ..:i
i

Funciéon y = %; Solucién y = % dexy'+y=0

Dominio: R — {0} Intervalo de definicién: (0, o)

SOLUCION EXPLICITA DE UNA EDO: Es una solucién en la cual la variable
dependiente se expresa sélo en términos de la variable independiente y las constantes.

Ejemplo 12:
La funcién y = xe* es una solucion explicita de la EDO y" — 2y’ + y = 0. En el intervalo

(—o0,0).

SOLUCION IMPLICITA DE UNA EDO: Se dice que una relacion G(x,y) = 0 es una
solucion implicita de una EDO en el intervalo I, suponiendo que existe al menos una
funcién ¢ que satisface la relacion, asi como la ED en I.

En algunos casos es posible despejar a "y" en términos de "x" de la solucion implicita
G(x,y) = 0 y obtener una o mas soluciones explicitas.

Astrid Alvarez C.



Ejemplo 13:

La relacion x? + y? = 25 es una solucién implicita de la EDO y’ = —§ en el intervalo
(=5,5). (Verifiquelo).

1.2.4. Familias de soluciones

Una solucion que contiene una constante arbitraria representa un conjunto G(x,y,c) =0 de
soluciones llamado familia de soluciones uniparamétrica. Cuando se resuelve una ecuacion
diferencial de orden n, F(x,y,¥’,..,y™,y™) =0, lo que se busca es entonces determinar una

familia de soluciones n-paramétrica G(x,y,c,cs,,...,cy) = 0. Esto significa que una sola
ecuacion diferencial puede tener un nimero infinito de soluciones correspondiendo a un ndmero
ilimitado de elecciones de los parametros. Una solucién de una ecuacion diferencial que esta libre
de la eleccion de parametros se denomina solucion particular.

Ejemplo 14:

La familia uniparamétrica: y = cx — xcosx es una solucion explicita de la ecuacion lineal de
primer orden: xy’ —y = x%senx en el intervalo (—oo, ). (Verifiquelo).

Ejemplo 15:

La familia de soluciones de dos pardmetros y = c;e* — c,xe* es una solucion explicita de la
EDO lineal de segundo orden y"" — 2y’ +y = 0 en el intervalo (—oo, o). (Verifiquelo).

Algunas veces, una ED tiene una solucion que no es miembro de una familia de soluciones de la
ecuacion, esto es, una solucion que no se puede obtener usando un parametro especifico de la
familia de soluciones. Esa solucion extra se llama solucién singular.

Ejemplo 16:

2
.y . . d . .- . . S 1
La ecuacion diferencial d—z = xﬁ tiene una familia de soluciones uniparamétrica y = (sz + c)

egr .y . 1
(Verifiquelo). Se observa que cuando ¢ = 0, la solucion particular resultante es y = 1—6x4. Pero la

solucién trivial y = 0 es una solucién singular, ya que no forma parte de la familia de soluciones de
la ED, ya que no puede obtenerse para ninguna eleccion del pardmetro c.
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Ejercicio 4: Solucidn como una combinacion lineal de soluciones
Dada la Ecuacion Diferencial x” + 16x = 0, verificar que son soluciones:

1. x; = cycos4t
2. x, = cysen4dt
3. x =x1+x

Ejemplo 17: Una solucion definida por tramos

1. y = cx* es una familia de soluciones uniparamétrica de la ED xy’ — 4y = 0 en el intervalo
(—o0, ).

—x* x<0

x* x>0

xy' — 4y = 0, pero no se puede obtener de la familia y = cx* por una sola eleccién de c; la

solucion se construye a partir de la familia eligiendo ¢ = —1 parax <0y c =1 para

x= 0.

2. La funcion definida por tramos y ={ es una solucién particular de la ED

1.2.5. Problemas con valores iniciales

Sea un intervalo I que contiene a x,, el problema:

LAy ' (n-1)
Resolver: — = f(x,5,¥’, ...,y )

Sujeto a: y(xo) = Y0, ¥ (%0) = Y1, -, Y"1 (X0) = Yn-1,

donde yg, ¥4, ..., Vn—1 SON constantes reales arbitrarias se llama problema con valores
iniciales (PVI).

Los valores de y(x) y de sus primeras n — 1 derivadas en un solo punto x,, y(xy) =
Y0,V (%0) = V1, 0, Y 1(x0) = Y1, Se llaman condiciones iniciales.

Astrid Alvarez C.



PVl de primer orden

Resolver: % = f(x,y)
Sujeto a: y(xy) = yo

Para este PV se busca una solucién de la ED
en el intervalo I, que contenga a x,, €s decir
gue su grafica pase por el punto de
coordenadas (xg, ¥o)-

I
Soluciones de la ED !

PVl de segundo orden

. d%y ’
Resolver: —— = f(x,y,")
Sujeto a: y(xg) = yo,¥'(x0) = y1

Para este PV se busca una solucién de la ED
en el intervalo I, que contenga a x,, es decir
qgue su grafica pase por el punto de
coordenadas (xy, yo) Y ademas la pendiente a
la curva en ese punto sea el nimero ;.

Y (o) = %
(0s Yo

|

|

~

I

Ejemplo 18:

Ldy _
Resolver: =Y
Sujetoa: y(0)=3

La solucion general de la ED dada es: y = ce* (Verifiquelo).

Para determinar la solucion particular dada la condicion y(0) = 3, se sustituye en la solucion

general x = 0, y = 3. Esto es:

y = ce
3 = ce
3 = c

Por lo que y = 3e* es una solucién del PVI dado.

Ejemplo 19:

Resolver: £ = y
. dx
Sujetoa: y(1) = -2

Astrid Alvarez C.
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Para determinar la solucion particular dada la condicion y(1) = —2, se sustituye en la solucion
general x = 1, y = —2. Esto es:

y = ce
-2 = cet
271 = ¢

Por lo que y = —2e~1e* es una solucion del PVI dado.

A continuacidn, se hace la representacion grafica de los Ejemplos 18 y 19.

Ejemplo 20:

Una familia uniparamétrica de soluciones de la ED de primer orden y' + 2xy? = 0esy = e Si
se establece la condicion inicial y(0) = —1, entonces se obtiene ¢ = —1. De esta manera, una

solucion particular a la ED dada es: y = 1_1. (Verifiguelo).

x2
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Se enfatizan las siguientes tres diferencias:

. hy - 1
e Considerada como una funcion, el dominio de y = ——

nameros reales "x" para los cuales "y" esté definida, esto es: R — {—1,1}.

1

e Considerada como una solucion de la ED, el intervalo I de definicion de y = ——

tomarse como cualquier intervalo en el cual “y” estd definida y es derivable, esto es

(—OO, _1)' (_1'1) y (1' OO)
e Considerada como una solucion del P.V.I:

{ y' +2xy?2=0
y(0) =-1

El intervalo mas grande en el cual “y” esta definida, es derivable y contiene al punto x = 0

es: (—1,1).

Funcion /

)=

- @ g(x): xi

® h(x) =

O|3(><)=X 1

es el conjunto de todos los

- @ q(x) = "
-4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4 H 6 7
Punto

-@ A=(0, 1) (0, -1

Ejercicio 5:
X = cicos4t + c,sen4t es una familia de soluciones de dos pardmetros de x"' + 16x = 0.
Determine una solucion del problema con valores iniciales:

(x"+16x =0

x(g) =2

| <6
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Ax (1) X(t)

-

1
—2cosdt + 1 sendt

-

Observacion: El articulo indefinido una se usa para sugerir la posibilidad de que pueden existir

otras soluciones.

Ejemplo 21: Cada una de las funcionesy = 0,y = ix“ satisface el PV.I. Ver figura.
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Teorema: Existencia de una solucién Unica.

Sea R una region rectangular en el plano xy definida por a < x < b, ¢c<y < d que contiene el
. . . dy af . . , .

punto (x,Vo) €en su interior. Si — Y 5, son continuas en R, entonces existe algun intervalo

Iy: (xo — h,xy + h), h > 0 contenido en [a, b] y una funcién Unica y(x), definida en I, que es una

solucién del P.V.I.

dy B
T f(xy)
y(xo) = Yo

Ejemplo 22: La ED % = x\/; tiene al menos dos soluciones (y =0ey= %x“) cuyas graficas
pasan por el punto (0,0).

Analizando las funciones:

dy _
a—f(x'Y)—x\/;

of 1

Son continuas cuando y > 0.

Por tanto, el Teorema permite concluir que a través de cualquier punto (xg, y), COn yo > 0, en la
mitad superior del plano existe algin intervalo centrado en x, en el cual la ED dada tiene una
solucién unica.

Ejemplo 23: Dados los PVI vistos previamente:

ED Y CONDICION | SOLUCION TEOREMA
y'=y y =3e* dy _
y(0) =3 dx ”
of 0y
dy ay
Y=y y=-2e""1 dy _
y(1) = -2 dx
of 0y
dy ay
El teorema garantiza que no hay otras soluciones de los PVI dados distintos a
y =3e*e y =—2e* 1, Dado que Z—iy?—f] son continuas en (—oo, c0).
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