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INTRODUCCION

Los contenidos del curso se desarrollaran con el apoyo de los contenidos de
Khan Academy las guias de clase y talleres propuestos estaran en

Usted debe ver los videos de este documento previamente a las reuniones
programadas, en las que se discutiran los contenidos y ejercicios propuestos.

De 1gual manera usted puede estudiar directamente todos los videos en la
pagina oficial de Khan Academy en espanol en el siguiente enlace:
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http://www.mathspace.jimdo.com/
https://es.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-int-app

INTRODUCCION

_SU RESPONSABIL
JIAR LAS GUIAS A
CADA CLASE

.
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Nota: Los ejercicios que no e hagan en clase, se deben trab "ﬂ’:ll en casa v llevarlos a la clase

siguiente para su discusidn. (En lo posible, use Geogebra para verificar los resultados).




AREAS DE FIGURAS PLANAS




AREAS DE FIGURAS PLANAS

Se extiende el mismo andlisis de
“Area bao la curva” visto en el
capitulo anteror, a “Area de figurcs
planas” o Area enfre dos funciones.
Asociando particionss  de  infinitos
rectdngulos que abdarguen el dred
de inferés en un infervalo dado.
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AREAS DE FIGURAS PLANAS

Areas de regiones simple-x

En este caso se deben defermingr los subinfervalos definidos cuando a=x=bh vy
descomponsr 1d intedral en sumd de infegrdles correspondientes d cadda uno de oS
subintervalos usando |a operacidon adecuadda suma o resta segin corresponddl]. En este
Caso 1A infegral resultante depends de o variable “x”,

Sila reqidn plana tiene |d formd de la Grafica 1;
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AREAS DE FIGURAS PLANAS

Bl Elemento Diferencial Representativo
Vertical cuyo ancho es dx

f(x)
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Grdfica 1 Area delimitada por ias funciones f(x) v glx).
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AREAS DE FIGURAS PLANAS

Area de regiones simple-x

El drea definida por las funciones dadas estd determinadd por:

B i b
A= | 1100 - g@ldx+ [ g0~ foldx + | £ - g(0ldx
h ° p q

(Funcidn supetior menos Funcidn inferior].
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Grafica T Area delimitada por las funciones flx)y g(x).




AREAS DE FIGURAS PLANAS

Areas de regiones simple-y

Er este caso se deben determindr los subintervalos definidos cugndo c=y=d v
descomponer [a infegral en sumda Jde infegrdles corespondientes o cadda uno de 05
subintervalos usando |a operacidn adecuada (sUMd y resta segun correspondd]. En este cdso
| infegrdl resultante depende de [a vanalle "y,

Silaredion planda fiene 1o forrma de |la Grdfica 2:
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AREAS DE FIGURAS PLANAS

Bl Elemento diferencial representativo
o — Horizontal cuyo ancho es dy.
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Grafica 2. Area delimitada porias funciones f(¥)y g(¥)




AREAS DE FIGURAS PLANAS

Area de regiones simple-y

El  drea definida por las funciones dadas estd
determinadd por:

t d
A= [ F®) - gy + L lg®) — FO)]dy

(Funcidn de la Derecha menos Funcidn de |a lzquierdd).

r=g(y)

Grdfica 2. Area delimitada porlias funciones f(y) vy g(v)
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AREAS DE FIGURAS PLANAS

Nota: El dreq de und misma region puede ser deferminada en términos de elermmentos diferencidles
horizontdles v/o verticdles,

Conclusiones:
Farg hallgr el Grea de und region olana:

1. Grafigue [os funciones dadas, Determine:
. Dorninio de los funciones.
. Corfes con ejes coordenados.
Cc. Coordenadds de punfos exfremos.
d. Interceptos enfre funciones.
2, Después de redlizar los posos a-d, tabularsolo si es necesdrio con algunos “puntos clowe ™,

2. Sombree g regidn d determinar, (Definidd por un infervalo dado wio los infercepios entre |as
funciones).

3. Defing el rectangulo diferencial segun comvenga (Honzontal v/io Vertical).

4, BEscriba laintegral definida (o infegrdles) pdrd el dreaq.

5. Bvalde g integral.

&, Werifigue sus resultodos con Geogebra.,
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AREAS DE FIGURAS PLANAS

Ejemplo 1 - - En Geogebra 'y

Determinar
dred definidd por g/
i _,—-"-P--
lds funciones y =2 - 2
x = :Ev.,f’_ Pl | §
— I ' T
Y= "-E* y=4a (1, N/ 4= §
1 y'; _— E
=
CUdNdo 0 = x = 1. / g
| / Z
...- r E
) a =033 / 8
/ g
, J =
*, / ,.-"'f; :g
— - =
10, 0) 1 - £
B
Grafica 3. Representacion grafica del Elermplo . 4



https://www.youtube.com/watch?v=HwdRISn3QTw
https://youtu.be/dkfU8bTPGkc

AREAS DE FIGURAS PLANAS

Ejempio I- - En Geogebra

Deterrmimdr
Area definidd pc::ur
lc1s funCiones

y =% y=x°

CUCNddo 0 = x = 1.

Protocolo de construccidon en
Geogebra para la Grdfica 3.

Nombre icono en la Instruccion
Barra de
Herramientas

Funcion f sqri(x)

Funciéon g x2

Puntc A ; Selecciona la interseccion
>\/ o las dos funciones

sucesivamente

Punto B ~ 1 Selecciona la interseccion
>'<’ o las dos funciones
""""""" sucesivamente

NUumero a IntegralEntre(f.g,0,1)
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https://www.youtube.com/watch?v=HwdRISn3QTw
https://youtu.be/dkfU8bTPGkc

AREAS DE FIGURAS PLANAS
Ejempio 1. |80 -En Geogebra

Deftermindr
dreq definida [::ur:::r
las funciones Opcidn 1. Elemento diferencial vertical
[Infegral gue depende de "x"]. [Se despeg|d
y =X, y=x° y en funcidn de x|.
cudandod =x = 1. A= J‘l(ﬁ_ x2)dx = %uz
0

QOpcidn 2. Elemento diferencial horizontal

.- (Infegral que depende de "y") . (Se despejd x
Pl en funcidn de y) .

.’.-"" } 1 1
(=) A= | (7-y)iy - v
' 0
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https://www.youtube.com/watch?v=HwdRISn3QTw
https://youtu.be/dkfU8bTPGkc

AREAS DE FIGURAS PLANAS

Ejemplo 2 -- En Geogebra
Areqd entre curvas con

multiples fronteras
Determinar el dred

definida por la regidn ‘x,!f
V= 2— X 1‘1\\
R = y=vx A\
1

y = ZIE —1
Er el intervyalo |0,2].

www.mathspace.jimdo.com - Astrid Alvarez Castro

Grafica 4. Representacion grafica de Ejemplo 2,


https://www.youtube.com/watch?v=7uWuErda-qk
https://youtu.be/q1zCTHSUH0k

AREAS DE FIGURAS PLANAS

Ejempio 2 -- En Geogebra

Ared entre curvas con
multiples fronteras

Determinar el dred
definida por la regidn

y=2—x
R = y=+x
y=ix2—1

Er el intervalo [0,2].

Protocolo de construccion en Geogebra para la Grdfica 4.

Nombre |lcono enla | Instruccién
Barra de
Herramientas
Funcién 2—x
f
Funcién sqrt(x)
Ko
Funcidn L1
h 1"
Punto A | <] Selecciona lainterseccién
o las dos funciones sucesivamente
Punto B Selecciona lainterseccién
o las dos funciones sucesivamente
Punto C Selecciona lainterseccién
o las dos funciones sucesivamente
NOmero IntegralEntre(g.h,0.1)
l
NMOmero IntegralEntre (i.h.1.2)
o]
NOmero b
C
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https://www.youtube.com/watch?v=7uWuErda-qk
https://youtu.be/q1zCTHSUH0k

AREAS DE FIGURAS PLANAS

Ejemplo 2 -- En Geogebra

Ared enfre curvdas con

Ejemplo 2 con elemento diferencial horizontal.

multiples fronteras by
e
/ Z
. f ' . 2"1\ f'/_(x, LN)
Opcidon 1. Elemento diferendcial vertical (Infegral que 7 =
dependse de "x". . _— / <
“.\!:1,1?,-"' ._..-""f- e
1 1 2 1 1 y \.-rf_j_:.__d__.-T;\{f o ;;f i{")
A= f [V’J_f— (—xz — 1) dx + f {(2 —x) — (—xz — 1)} dx e ~ yd .
0 4 ! 4 ¥ 2.0, :
5 5 a=158 b=0.82 .,ff o %
= =1 0 1 2 3 g
’
. . . O g \ -.-1————"___d-- _ 1 e 1 t f
Ejercicio 1. Andlizar |14 posibilidad de realizar &l u=ar o :
5
=
=

Srafica 4. Representacion grafica de Eemplo 2.



https://www.youtube.com/watch?v=7uWuErda-qk
https://youtu.be/q1zCTHSUH0k

AREAS DE FIGURAS PLANAS

Ejercicio 2. Determinar el dred de 1a regidon delimitadda en cadd caso:;

1. v = xIn(x) D=x=2
2. y=—x+2 y? = bx
3. x =2 vy =5x y = —V5x o
4, y*+ 1 =x y=x—3 Sf
5. Xy =6 —4=x =2 y =2 :é
6. y? = 8x x2 =2y %
T. 8x% — 4x3 =0 x=—05 x =2 j
8. x=y° x=2-y :
9. 12 +y2=3 x=—1 x =2 %
10, y=g*! y = In(x) 1<x=?2 ;:f
11, y = sen(x) y = cos(x) EixES—H g
4 4 7




AREAS DE FIGURAS PLANAS

Ejercicio 2. Determinar el dred de 1d regidn delimitada en cadd caso:

14, | Hallar el area del menor de log sectores que la recta ¥ = 6 deterrmina
con la circunferencia de ecuacién x2 + y2 = 100
13, | Calcular el area del triangulo de vértices A05,1), BE(T,7) v C(9,1).
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SOLIDOS DE REVOLUCION
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Previamente se frabajd sobre el dreda de und regidn pland, anord, sise hace girar esta region
en formnmo d un eje determinado, |a figura resultante es un Solido de Rewvolucidn. Pard
determinar el volumen total de un sdlido de revolucidn se parte del mismo concepto pard
encontrar  dreds de figuras plands, determinando  particiones  (Elemento  Diferendcial
Fepresentativo] vy estableciendo und sumd infinita (integral]. Para ello se exponen fres
posilbles formas de determinar Solidos de Revolucion.
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Frdfica b Soliclos de revolucion
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 1. Mélodo de los Discos

Eje de Revolucidn Eje de Revolucidn
Horizontal (EjeX) r Vertical (EjeY)

d

oy [, %~ 1)
./’/

7
{

"-

S

Grdfica 6. Area definida por una funcién f.
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 1. Mélodo de los Discos

y Eje de Revolucidn K Eje de Revolucidn
Horizontal (EjeX) Vertical (EjeY)

r(v): radio

Grdafica 7. Solido de revolucion Grafica 8. Solido de revolucion
mediante el método de los Discos ¥ eje mediante el méetodo de los Discos
de revolucion horizontal (EeX) v eje de revolucion vertical (EjeY)
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 1. Mélodo de los Discos

Frimero se considerd el volumen
del Disco nofado como volumen
cde o Parficidn [ Vp ] v
posterionmente s establece |d
sumd infinita infegral © integrdles]
er el infervalo  dado pard
encontrar el Volumen total (V] del
sOldo:;
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 1. Mélodo de los Discos

El volumen de |d particion (Disco)] Ve, estd dado por |d expresion:

Vo= (Area de la cara de la parficién] (Ancho de la particidn)

Eje de Revolucidn Eje de Revolucidn
Horizontal {EjeX) Vertical (EjeY)
Vp = m(r(x)idx vp = m(r(y)idy
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 1. Mélodo de los Discos

B volumen de total del sdlido (V], estd dado por la expresidn:

Eje de Revolucidn
Horizontal {EjeX)

Siose consideran  infinitas
parficiones  (Discos]  con
gncho dx vy radio rix), s&

Tieme:
b

V= f m(r(x)idx

Eje de Revolucidn
Vertical (EjeY)
Siose considerdan infinitas
parficiones  (Discos]  Con
ancho dy v radio r(y), s

Tiere:
a

v = | maonidy
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 1. Mélodo de los Discos

Ejempio 3 . - En Geogebra
Método de disco dlrededor

del Ejex: Enconfrando el
volumen del sdlido de
revolucidon {construido «al
rotar alrededor del EjeXx)
usando e método de
discos.

X
Encontrar el wolumen  del . 71
sOliclo Cle Fevolucidn
CORETHICO | oty
dirededor del Eex el dred
definida pot: fx) =x2, &l 3 |
Fiex con 0<x < 2. Usando ) \
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el matodo de discos.
Crafica 9. Representacion grafica, Elermplo 5.



https://www.youtube.com/watch?v=QNLd6TEGOOw
https://youtu.be/BApfsHnHjao

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 1. Mélodo de los Discos

Ejemplo 3 - - En Geogebra

CGrafica 9. Representacion grafica, Bemplo 3.

FProtocolo de construccidon en Geogebra para
la Gréfica 9.

Nombre

Instruccion

Funcidn f

Funcion(x?,0,2)

Superficie a

Super ficie(f, 2w, EjeX)
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https://www.youtube.com/watch?v=QNLd6TEGOOw
https://youtu.be/BApfsHnHjao

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 1. Méltodo de Jos Discos

Eijemplo 3 . - En Geogebra

Grafica 9. Representacion grafica, Hemplo 3.

r(x) =y
r(x) = x2
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https://www.youtube.com/watch?v=QNLd6TEGOOw
https://youtu.be/BApfsHnHjao

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 1. Mélodo de los Discos

Nota:
+ Sealaregédn limitada por lacurva v = f(x), la recta horizontal vy = k vlas rectas verticales
x=avx=~h Entonces r(x) = f(x) — k, es decir:

b
v - [ mf ) - klydx

+ Dealaregdn limitada por la curva x = f(y), la recta vertical x = k v lae rectas horizontales

yv=cvy=d Entoncezr(v) = f(v) — k, ez decir:

d

v = [ m(ro) - kDdy
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 1. Mélodo de los Discos

Ejercicio 2.- - En Geogebra

Método del disco alrededor del EjeY: Enconfrando el volumen de una figura que es rotada
adlrededor del EjeY, utilizando el método de discos.

Encontrar el volumen del sdélido de reveolucién construido al rotar alrededor del Eje¥ el ares
definida por: f(x) = x2, el Eje¥Y con 1 = y = 4. Usando el método de log discos,

Ejercicio 3- - En Geogebra

Método del disco al rotar alrededor de una recta horizontal: Construccién de un sdlido de
revolucidn girando alrededor de una linea que no es un gje cartesiano.

Encontrar el volumen del sélido de revolucién construido al rotar alrededor de la recta y =1 &l
drea definida por: f(x) = X, larectay = lcon 1 = x < 4, Usgando el método de los discos.
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https://www.youtube.com/watch?v=0L1uPB2gzvk
https://www.youtube.com/watch?v=n3FT8IBoBjg
https://youtu.be/Z6mdnNK33Ns
https://youtu.be/VjFvbCrwoNg

SOLIDOS DE REVOLUCION
Ejercicio 4 [ En Geogebra

Método del disco al rotar alrededor de una recta vertical: Construccidn de un sdlido de
revolucidon girando dlrededor de una linea que no es un eje caresiano,

FEncontrar el volumen del sélido de revolucidn construido al rotar alrededor de larectax = —2 el
drea definida por: f(x) = x2— 1, con—-1< v = 3 Uzando el método de log dizcos,

Ejercicio 5.. - En Geogebra
Método de discos para la rotacidn alrededor del EjeX: Encontrar el volumen de un sdlido de

revolucidn que estd definido entre dos funciones.

Encontrar el volumen del 2élido de revolucién construide al rotar alrededor del Ejei &l area
definida por: ¥ = /X, v = 1. En el intervalo definido en el EjeX por [0,1] Usando el método de los
dizcos,
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https://www.youtube.com/watch?v=OJV9K-bobWI
https://www.youtube.com/watch?v=IQ21-0TLsKE
https://www.youtube.com/watch?v=ip3hX9jECSU
https://youtu.be/aYN9-EmG2cY
https://youtu.be/7US8GOho4hI

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 2. Mélodo de los Anillos (Arandelas)

Primero se considerd el Volumen
del Anillo gque puede notarse
como el Volumen de |d
Particion (Vp] y posteriormente
se establece la  integral ©
integrales correspondientes en
el infervalo dado pard
encontrar el Volumen (V] totdl
del sdlido.
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 2. Mélodo de los Anilios (Arandelas)

Eje de Revolucidn Eje de Revolucidn
Horizontal (EjeX) Vertical (EjeY)
y
] i) "
;-._'._____..F}--;. £(a) yINT)) -
,//!fex d - ® = flu)
i . 4 i y
._,.-"' .-__.- b
/ = o h{
A
T R

Grafica 10 Area definida por dos furnciones fy g
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 2. Mélodo de los Anillos {Arandelas)

Eje de Revolucidn Eje de Revolucidon
Horizontal {(EjeX) Verical (EjeY)

Crafica 11, 5dlido de Grdfico 12, Solido de

revolucion mediante el revolucion mediante ef
método de los Anillos v eje de metodo  de fos Anillos v gje
revolucion horizontal (Fex]. de revolucion verfical (Ejey].
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 2. Mélodo de los Anillos (Arandeias)

B volumen de la particion Vp, estd dada por la expresion:

W, = (Ared dela cara de la particién] (Ancho de la particidn)

Eje de Revolucidn Eje de Revolucidn
Horizontal {EjeX) Vertical (EjeY)

V, = m[(rg(x))*—(r;(x)dx  V,=nm[@g())*—@(3)?*]dy

re(x): Radic Externe. re(v): Radic Externe.
r(x): Eadic Interne. r(v): Eadio Interne.
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 2. Método de los Anillos {Arandeias)

El volumen de total del sélido V], estd dada por |a expresidn:

Eje de Revolucion Eje de Revolucidon
Horizontal { EjeX) Vertical (EjeY)

b i
V= | wlesent-rien?ax v = | {00 - G100y
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 2. Mélodo de los Anillos {Arandeias)

Ejempio 4 ] Bl En Geogebra
Método de los anillos

alrededor del EjeX: "
Enconfrando =] y
volumen del sdlido de
revolucion (construido
dl rotar dlrededor del
EjeX) usando el método f@== 7

de los anillos. A1/ 9(x) = 2*

- '.-|’__|

Encontrdr el wolumen :
clel sdlido de revolucidn = =
COns ruid o o] rofar
dlrededor del Ejex <l
Srea definida por:
f(xX)=x, gx)=x%, =l
Ejex, con 0=x=1 .
Usanrndo el metodo de
|05 anillos.
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Grafica 13. Representacion grafica, Eempio 4.



https://youtu.be/w7pQECjcbAA
https://youtu.be/_pzbC6YiWGw

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 2. Méltodo de los Anillos (Arandelas)

Fiemplo4 [ B En Geogebra

Protocolo de construccidn en Geogebra
para la Grafica 13.

Nombre Instruccion

Funcion f Funcion(x,0,1)
Funciéng | Funcion(x?,0,1)
Superficie a | Superficie(f,2n, EjeX)
Superficie b | Superficie(g, 2m, EjeX)

Grafica 13, Representacion graficd, Elemplo 4.
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https://youtu.be/w7pQECjcbAA
https://youtu.be/_pzbC6YiWGw

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 2. Mélodo de jos Anillos (Arandeias)

Ejemplo 4 - - En Geogebra
]
Y

’ b

v = [ ey -2

1

v = f () 2— (x?)?]dx
L]

1

X
- V=mn| [x%—x%dx
2 A
T.E'(I) =¥ (v3 g5 1
E(x) = x V=m= -7
: 0
2
ri(x) =y V= —mu3
ri(x) = x* 15
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https://youtu.be/w7pQECjcbAA
https://youtu.be/_pzbC6YiWGw

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 2. Mélodo de los Anillos (Arandeias)

Ejercicio 6.. - En Geogebra

El método de la arandela giratoria alrededor de una recta cualquiera: El método de la arandela
giratoria alrededor de una recta paralela al Ejex.

Encontrar el volumen del sdlido de revolucidon construido ol rotar alrededor de larecta y = 4 2
Grea definidapor:y =x, vy = x2 — 2x con 0 < x < 3. Usando el método de los Anillos.

Ejercicio 78 - En Geogebra
Método de las arandelas o anillos para la rotacidén dlrededor de una recta vertical

Configuracidn de la infegral definida para encontrar el volumen de un sdlido de revolucion,
dlrededor de una linea vertical mediante el método de las arandelas o anillos.

Encontrar el volumen del sdlido de revolucidn construido al rotar alrededor de larecta x = 2 2l
Grea definidapor:y =%, y = x2 con 0= x < 1. Usando el método de los Anillos.

Ejercicio 8.

Encontrar el volumen del sélido de revolucidn construido dl rotar alrededor del Hex el dred
definida por:y = yx, y = x?2 con 0 = x = 1. Usando el método de los Anillos.
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https://www.youtube.com/watch?v=dbGGho7wl3E
https://www.youtube.com/watch?v=TeGukexI7-s
https://www.youtube.com/watch?v=Qsit4Q3QtuA
https://youtu.be/tkC_PSRj-h4
https://youtu.be/N_QSzuWraUg

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de las Cortezas (Capas, Cascarones o Casquillos)

Primero  se  considera el
Volumen de |a corteza gue
puede notdarse como €
Volumen de la Particion (Vp)
Y posteriormente S 5
esfablece  |la  integral  ©
integrales  correspondientes
en el infervalo dado pard

encontrar el Volumen totdl - &\ .

(V) del sdlido:

o
B~
+
wn
<
@)
N
o
~
®
>
—
<
=
ot
~
-
wn
<
£
o
=
]
=
=]
o
o
)
Q
X
o,
n
<
+~
=
S
=
=
=




SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de las Cortezas (Capas, Cascarones o Casquilios)

sean y = fx) e y= g(x)
fumciones cderivalbles
gue definen un dred en w=atw)l
el intervalo dade tal que n' R
fl) = gx) Como i 4
rmuestra 1o Grdfica 14. S P 4

la regidén comprendida — i

entre f(x) v g(x) gira en Pl
tomo a  un gje,  se
genera  un sdlido de
revolucion (Graficas 15y
16].

Grafiea 14, Aven defintda por dos funciones que giran en torno o
un gje determinado.
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de las Cortezas (Capas, Cascarones o Casquilios)

Grafica 15. Solido de revolucidon Grafica 16, Solido de revolucion

mediante el método de las Capas ¥ mediante el método de las Capas

eje de revolucion horizontal (EjeX). y eje de revolucion vertical
(EjeY).
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de las Cortezas (Capas, Cascarones o Casquilios)

El volurmen de [a parficion Ve, estd dada por |d expresion:

I = (Area de la cara de la particidn] (Ancho de la particién)

El elemento diferencial generado para cada parficidon tiene g forma de una corteza. Pardg
determindr ¥, s& corfa [a corfeza v se abre con o gue se obtlens un prisma reciangular.
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de las Corlezas (Capas, Cascarones o Casquilios)

Eje de Revolucidn
Horizontal (EjeX)

h

2nr

y
Vy = 2mr(y)hdy

r(y): Eadio en funcién de y

Vp=2rr(y)(g(y) — fO))dy

Eje de Revolucidn
Verical (EjeY)

V, = 2Zmr(x)hdx

T(x): Radio en funcidon de x

Vp = 2mr () (f(x) — gx))dx
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de las Cortezas (Capas, Cascarones o Casquilios)

Asl, el volumen del sdlido (V] en cadda caso estaria dado por:

Eje de Revolucion Eje de Revolucidn
Horizontal { EjeX) Vertical (EjeY)
d b
V= [2mrod(g) -FN)dy V= [2mr((f() - gm) dx
C (1 8
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de las Cortezas (Capas, Cascarones o Casquilios)

Ejemplo Sl Il BB En Geogebra

Método de cascarones con dos funciones de x: Utilizando el método de cascarones para
rotar alrededor de una linea vertical.

Encontrar el volurmen del sdlicdo de revolucidn construido al rotar dlrededor de 1o recta x = 2

el drea definida por: fF(x) =% g =x%, con 0=x<=1. Usando el método de los
CASCOAroNes,
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https://www.youtube.com/watch?v=m7cVhY5SGoY
https://www.youtube.com/watch?v=aNACmmcQpLw
https://youtu.be/N_QSzuWraUg

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de las Contezas (Capas, Cascarones o Casquillos)

Ejempio 5 [l [ I En Geogebra 4y
b :

__'J..l_-p—+__H___=-:l__F."
i 2 o) 3 = el

—

SRR

Grafica 17, Representacion grafica, Eemplo 5.
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https://www.youtube.com/watch?v=m7cVhY5SGoY
https://www.youtube.com/watch?v=aNACmmcQpLw
https://youtu.be/N_QSzuWraUg

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de las Cortezas (Capas, Cascarones o Casquillos)

Ejemplo 5 [ 8 B En Geogebra

Protocolo de construccidn en Geogebra para o Grafica 17.

Nombre Instruccion :
Funcion f Funcion(sqrt(x),0,1) o
Funcidn g | Funcién(x?,0,1) <
ecl ecl: x=2 2
Superficie a | Superficie(f,2m, ecl) §
Superficie b | Superficie(g, 2w, ec?) “i



https://www.youtube.com/watch?v=m7cVhY5SGoY
https://www.youtube.com/watch?v=aNACmmcQpLw
https://youtu.be/N_QSzuWraUg

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de las Contezas (Capas, Cascarones o Casquilios)

Ejempio S B I En Geogebra

b

A, : e e V= J. 2ar(x)(f(x) — gx)) dx

V= J. 27(2 — x)[vx — x%)dx
0

1

;
V=2 | [2xY2—2x2— x3/2 + x3|dx
r(x)=2—x Jo
4 2 2 1 1t
Vo onloy32_2,3_ 2. 5/2, - 4
h = f(x)— g(x) Tl3* T3t T T,
VX V=—mu’d
30
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https://www.youtube.com/watch?v=m7cVhY5SGoY
https://www.youtube.com/watch?v=aNACmmcQpLw
https://youtu.be/N_QSzuWraUg

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de las Cortezas (Capas, Cascarones o Casquilios)

Ejercicio 9.l I En Geogebra

Método de los cascarones para la rotacidn dlrededor de una linea vertical.: Infroduciendo el
método de los cascarones para la rotacidn alrededor de una linea vertical.

Encontrar el volurmen del sdlido de revolucion construido ol rotar alrededor del FeY el dreg
definidapor y= (x —3)2(x— 1), con 1= x = 3. Usando &l método de los cascarones.

Ejercicio 10.[Jl]l ] En Geogebra
Método de cascarones rotando alrededor de eje horizontal.

Encontrar el volumen del sdlido de revolucidn construido al rotar alrededor del Ejex el dred
definidapor: y= 3x, con0 < x = 8. sando el método de los cascarones.
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https://www.youtube.com/watch?v=04jTPScY4eU
https://www.youtube.com/watch?v=_BOi_3L042E
https://youtu.be/JhMmVGEHXD0
https://youtu.be/miz6hq5yNXg

SOLIDOS DE REVOLUCION

Caso 3. Mélodo de jas Contezas (Capas, Cascarones o Casquillos)

Ejercicio 11.- - - En Geogebra
Método de cascarones con dos funciones de v.

Ercontrar el volumen del sdlido de revolucidn construido al rotar alrededor de | rectd
y=—2e¢el dreq definidapory=x — 1, x = (v — 1)2. Usando el método de los cascarones.,
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https://www.youtube.com/watch?v=XDZ8QZpeY78
https://www.youtube.com/watch?v=9C5CJxd66lU
https://youtu.be/9tjcdyjZ-wI

LONGITUD DE ARCO

o
B~
+
wn
<
@)
N
o
~
®
>
—
<
e
ot
~
-
wn
<
£
o
=
=]
e
g
o
o
)
Q
X
(o]
n
<
+
=
S
=
=
=




LONGITUD DE ARCO

Sed la grdfica de y = f(x) und curva derivable ¥
en el intervalo [a, b], A longitud de arco (s] de ld
funcidn f enfre a v b estd dada por:

o=t f1+ () & B -

Andlogamente, sed la grafica de x = f(y) und
curva derivable en el infervalo [¢, d], 1a longitud
de arco (5] dela funcidn f entre ¢y d es:

il

I

|

i

i |

i :
. lX
b o

Grafica 18, Longitud de arco de la funcidon £.

§ = f: 1+ (z_;)z dy.
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LONGITUD DE ARCO

Efempio 6 - En Geogebra

Calcular | longitud de arco de
|0 funcién x = (v — D% cuando 1 =
y = 3. Grafique la funcién dada,

4 z = (y—1)*

Grafica 19, Fepresentacion grafica del
elermpio 5.

x=(y—1D*

td
td

==2(/- 1)

iy

&) =201

Considerando f = x(y):

1[G

Z

3

5=J-\/1+4(y— 1)2dy

1

s = 4.65u
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https://youtu.be/FqJV6sDHwSU

LONGITUD DE ARCO

Ejercicio 12.- - En Geogebra
Calcular la longitud de arco de la funcidn v = x32 cuando 0 < x < 32/9. Crafique la funcién dada.

Ejercicio 13. [l En Geogebra
Calcular la longitud de arco de la funcidn 9y2 = 4x3 del origen al punto de coordenadas (3,2v/3).
Grafique la funcién dada.

Ejercicio 14. B o Geogebra
Calcular la longitud de arco de la funcidn v = En(cos(x)) cuando 0 = x <

W | =
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https://youtu.be/nhzNc3Lws-s
https://youtu.be/ettUFjqHAbw
https://youtu.be/NGTI1Ze70jc
https://youtu.be/w4Heo9dE-58

AREA DE SUPERFICIES DE
SOLIDOS DE REVOLUCION
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AREA DE SUPERFICIES DE
SOLIDOS DE REVOLUCION

Sed f und funcidn con derivada continud en un intervalo dado. El drea de
la superficie A(s) del sdlido de revolucidn generada al girar Ia grdfica de f
en fomo a un eje horizontal o vertical es:
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AREA DE SUPERFICIES DE
SOLIDOS DE REVOLUCION

'}f

Grafica 200 superficie de un sdlido gue gind en
tormo dl Eex.

Sy es funcidn de x (y = f(x)] definida
er el infervdlo [a,b], donde r(x) &5 1d
distancia entre la grdfica de f v el gje
de revolucidn:
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AREA DE SUPERFICIES DE
SOLIDOS DE REVOLUCION

Six es funcidon de y (x = f(y)] definidd
en el intervalo [e,d], donde r{y) &5 Id
distancia entre |a grdfica de f v el gje
de revolucidn:

stro

Ca

N
)
B~
<
>
—
<
e
ot
S~
-
wn
<

a dx\’
A(s) =f 2ar(y) |1+ (d_y) dy

X
- -

Grafica 21.5uperficie de un sdlido gue gird en
torno al Ejel.

www.mathspace.jimdo.com




AREA DE SUPERFICIES DE
SOLIDOS DE REVOLUCION

Ejemplo 7

Calcular el drea de I
superficie de una esfera de
radio a. y

'K

Grafica 22, Representacion graficad
del Ejemplo 7

Lo supetficie de |4 esferd se generd por
rotacion drededor del Ejex, del drco
superior de x? + y? = g, &s decit, de Id
funcidn y=+va?—x* en el intervalo
|—a, al:
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AREA DE SUPERFICIES DE
SOLIDOS DE REVOLUCION

Ejempio 7

Calcular el drea  de g
superficie de una esfera de
radio a. y

"H

Grafica 22, Representacion grafica
del Ejempio 7

rx)=y
T(x) = Vaz — x2
iy —X

T gR—yE

2
A(s) = J.bZTIT(I)Jl + (%) dx

A(s) = 4ma?u?

o
B~
+
n
<
@)
N
o
~
®
>
—
<
e
ot
~
-
wn
<
£
o
=
=]
e
g
3=
o)
Q
X
(o]
n
<
+~
=
5
=
=
=




AREA DE SUPERFICIES DE
SOLIDOS DE REVOLUCION

Ejercicio 15

Calcule el drea de |a superficie de revolucion generada rotando drededor del Ejex, el arco
de pardiboldg 4ax = y2, donde a es unda constante positiva, comprendida entre el origen vy
el punto de coordenadas (3a, 2v3a). Grafique.

Ejercicio 16

Calcule el drea de la supetficie de revolucidn formada al hacer girar |a grdfica de f(x) = x?
en tormo dl EjeY. Cuando 0 = x = /3. Grafique.

Ejercicio 17
Calcule el drea de la supetficie de revolucidn formada ol hacer girar |a ardfica de fx) = x3
e fomo dl Ejex. Cuando 0 = x = 1. Grafique,

o
B~
+
wn
<
@)
N
o
~
®
>
—
<
=
ot
~
-
wn
<
£
o
=
]
=
=]
o
o
)
Q
X
o,
n
<
+~
=
S
=
=
=




INTEGRALES EN CONTEXTO

Sl se comsiderdn:

x: Posicidn de un objeto en movimiento,

v: Razdn de cambio de la posicidon del objeto en movimiento con respecto al fiermpo
(velocidad).

a: Razdn de cambio de la velocidad del objeto en movimiento con respecto dl fiempo.
[aceleracidn) .

dx
v_ri_x J.mir=fdr=x
_ dt
dv _ fav
a=— J.adt— il
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INTEGRALES EN CONTEXTO

1D‘y

9

= E‘

Ejemplo B:. SUpondd gue und 7
particuld se mueve en und lined rectd % v(t)=5—t X
con wvelocidad v(E)=5—f, mefros i g
por segundo. 2 3
2 e
: ; <<
Determine <l desplazamiento de |d ! g
parficula  (cambio en suU posicion) M, 1 23 4 556 7 8 9 10N <
enftre t = 0y £ = 10 segundos. -2 g
-3 R
-5 qg
(o]
-6 é)
:
=
:
=
=



https://www.youtube.com/watch?v=BX3los_-IMQ

INTEGRALES EN CONTEXTO

Solucién: 1n+‘y
;]
Al buscar informacidn al respecto de 8
la posician (x), se debe determinar, a
Nu(t) =5t £
4 S
dx 3 §
fvdr=f—=x(r) 2 =
df Ny =
Es decir; &
-1 1 2 3 <
-1 g
10 10 21 S
x[t)=f vdr=f (5—)dt=0 -3 ¢
0 0 -4 =
_Eq §
-6 é}
=
(=]
3
2
2




INTEGRALES EN CONTEXTO

Solucién: mh
9
8
14 14 i
61ar(t) — K _
x(t)=f udt:f (5—t)dt =0 Nlee) =5-t E
a a 4 1 %
3 S
<
El desplazamento x () =0 significa que 1 E
la particula ocupa la misma posicidn 23 <
cuando £ = 0y { = 10 segundos. Esto 2 g
significa que la particula vuelve a la j ¢
posicién inicial. 5| S
I :
=
:
:
5
:




INTEGRALES EN CONTEXTO

Solucién:

Sise guiere encontrar | distancida
total recorida por la particuld,
en  lugar de frabdjar con Id
velocidad, se deferming su
rapidez, es decir el valor alsoluto
de la velocidad |v].

Rapidez: Qué tan rapide vala particula -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Velocidad: Cue tan rapide va laparticula v
en queé direcctdn.

o
B~
+
wn
<
@)
N
o
~
®
>
—
<
=
ot
~
-
wn
<
£
o
=
]
=
=]
o
o
)
Q
X
o,
n
<
+~
=
S
=
=
=




INTEGRALES EN CONTEXTO

Solucion:
m'h"
10 10 9
| Wwlde= [ 15— elde = 25 "
0 g 7 g
“ﬂ é@
Esto quiere decir que entre 0 v 10 i S
segundos, la particula recorrié una 3 ;f
distancia de 25m. 2 2
1 <
—1_1123455135101'112 s
2 £
5
o
8
o
<
Iz
g
5
=
=




INTEGRALES EN CONTEXTO

Clase Pregunta tipica Expresion
apropiada
b
Desplazamiento  ";Cual es el desplazamiento de la / v(t) dt
a

particula entre... y...?" o ";Cual es el
cambio en la posicion de la particula

entre... y...?"
b
Distanciatotal ~ ";Cual es la distancia que recorre la / |v(t)| dt
particula entre... y...7" =
b
Posicion real "¢Cual es la posicion de la particula ' + / v(t)dt,
en...?" e

donde (' es |a

condicion inicial.
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https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-applications-of-integration-new/ab-8-2/a/analyzing-problems-involving-definite-integrals-and-motion

INTEGRALES EN CONTEXTO

Ejercicio 18: Suponga gue una
particula se mueve en una linea recta
con velocidad w(£) =8 —1t%, metros
por segundo,

En £ =2, la distancia de la particula al
punto inicial era de 5m,

a. Determine el desplazamiento de |3
particula (cambic en su posicion)
entre £ = 2y £ = 6 segundos,

b, Determine a distancia  total

recorrida de la particula entre £ =
2yt =6segundos.
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INTEGRALES EN CONTEXTO

Ejercicio 19: Suponga que una particula
se mueve en una linea recta con

velocidad v(£) = V3t — 1, metros por
segundo,

En £ =2, la distancia de la particula al
punto inicial era de 8m en la direcddn
positiva,

Determine la posicion de la particula
cuando £ = 7 segundos.
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INTEGRALES EN CONTEXTO

Ejemplo 9:. SUpongd gue Solucion:
unda particuld se mueve con Aa. Entonces:
und aceleracion de 1m/s?. ;
v(t) = | a(t)d v(3) =3+ ¢, = -3
Ao los 30 segundos, |
velocidad de |a particula es p(t) = i 1dt Luego:
e _3—m J £y = —6
)

fals () =t+¢

A los 2 segundos |la posicion (2) 1 Por tanto

de la partficulda es de -10m.
| 5 Diado que »(3) = —3 o) = t— 6
d. Determine und ecudcion
pard g velocidad de [
particula.
. Determine und  ecuddcidn
para 1o posicion de g

particula.
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https://www.youtube.com/watch?v=88INt4uSutk

INTEGRALES EN CONTEXTO

Ejemplo ?:. Supongd gue Solucion:
und particula se mueve con b.
unda aceleracidén de 1m/s?.

Entonces:

-
. 1
A los 30 segundos,  1d

velocidad de g particulg es I P
. = x(£) = | (£t — 6)dt

de ——.

5
Aolos 2 segundos |d posicion
de la particula es de -10m.

Luego:
Cq = 0

J
(t) . £ — 61 +
¥(f) ==f= — o
2 2 For tanto:

d. Determine und ecudcidn Dado que x(2) = —10 )
card a0 velocidad de | &
particula.

. Defermine und ecuacién
pard g posicion de |1d
particula.

1
Z
= =1*— 6t
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https://www.youtube.com/watch?v=88INt4uSutk

INTEGRALES EN CONTEXTO

Teorema del Valor Medio para Integrales

Ejemp|g 10: - Solucion:
td
. « a(t) ==v(t

Determine ls . s(f) = r:z (£) at () . :
cceleracion promedio s() = £+ 262 a(f) = o (1— 4t E
enfre t=1 v =2 a(f) = 12¢74 §
segujﬁdas para und é
oarficuld CLY _a £
posicion  en  metros v(t) = 25 1 2 <
estd  dada  por Id ; Gprom =57 1267 7dt :
. £2+2 1 S
expresion: s(t) = == v(t) = E(t + 2¢72) E
_ 7 2 g
w(E)=1— 4 3 rom= 3 m/S g
=
:
B
3
2



https://www.youtube.com/watch?v=GfVgqU8pd6Y

INTEGRALES EN CONTEXTO

Teorema del Valor Medio para Integrales

Ejercicio 20: S Le
poblacidn mundial actual
[afo  2021) es 78 mil
millones v ld poblacidn
denfro de t  dfos estd
dadda  por a0 ley  de
crecimiento exponaendcial:

P(t) = 7.8¢%923%
Determine 1o poblacidn

promedio de |d tierra en
o5 prdximos 20 afos.
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INTEGRALES EN CONTEXTO

Teorema del Valor Medio para Integrales

Ejercicio 21 5 se inyectd
unc  dosis de 2 oml de
medicameaento en un boving,
L canfidad de
medicamento gue guedd
en |d sangre después de §
horas  estd dada por  1d
expresion:

m(t) = 2¢7 932,

Deftermine | Canficad
promedio de medicamento
en el torrente sanguineo del
arimdal durdante 1 segundd
hord.
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INTEGRALES EN CONTEXTO

Ejercicio 22: 51 und sustancida fluye
er un fangue de almacendmisnto
O razon de

r(t) = 180 + 3t
litros  por minuto, Cuando £=10
Masta &= 60 minuios,

Determine:

d. La expresion gue determing |d
cantidad de sustancia en el
fangue pard el fliempo £,

. L cantidad de sustancia gue
fluyve en e fangue durante |os
Crimeros 20 minutos.,
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INTEGRALES EN CONTEXTO

Ejercicio 23: 5i und particuld
se mueve con und velocidad
gue  cotresponde o [d
expresion:;

#(8) = 3 — 1082 + 298 — 20

recoricda por 1a particuldg
entre | v Ssegundos.

pies/sed. z
Determine: :
. B desplogzamiento de [ i
parficula enfre 1y 5 -
segundos, £
. L clistancid total g
:

=

=

=




INTEGRALES EN CONTEXTO

Ejercicio 24: Si la razdn de cambio
(i'(p)] del ingreso financiero ((1(p))]
de und compafia de transporte
infermunicipdl depende del precio
del figuete p v estd dado por:

i'(p) = 300 — 12p

Sioal wvender fiquetes de $15.000 se
obtiene un ingreso de $3.150.000

Determine:

sCUAl es el ingreso  de  d
compdafia de  trarsportes dl
vender fiquetes de $10.000%
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INTEGRALES EN CONTEXTO

Ejercicio 25: Si la razon de cambio (c¢’(x)) de la concentracion e ozono contaminante (c(x))
desde el primero de enero de 1990, en cierta poblacién esta dada por la expresion:

c¢'(x) = —1.2x + 15.
(Para el primero de enero de 1992 la concentracién de ozono contaminante fue de 39,6ug/m3).

Determine:

a. ¢Cual fue la concentracion de ozono contaminante en el afio 20007?

b. Si la OMS (Organizacion Mundial de la Salud) en el afio 2005 considerd que cuando las
concentraciones de ozono contaminante durante ocho horas son superiores a 240ug/m3
existe la posibilidad de efectos significativos en la salud. Seglin los datos de este ejercicio.
i Pueden haber dafios significativos en la salud de los habitantes de |la poblacion si se exponen
durante el tiempo estimado?
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