CALCULO 2

CAPITULO 1
INTEGRAL INDEFINIDA

con enlaces a material audiovisual
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INTRODUCCION DEL CURSO

Los contenidos del curso se desarrollaran con el apoyo de los videos de Khan Academy, videos propios, guias
de clase y talleres propuestos que estaran disponibles en www.mathspace.jimdo.com

Usted debe ver los videos de este documento previamente a las reuniones programadas, en las que se
discutiran los contenidos y ejercicios propuestos.

ASTRID ALVAREZ CASTRO-WWW.MATHSPACE.JIMDO.COM


https://es.khanacademy.org/
http://www.mathspace.jimdo.com/

DEFINICION DE INTEGRAL INDEFINIDA,
ANTIDERIVADA O PRIMITIVA

Se denomina a F(x) una integral indefinida de f(x) en el intervalo I, si %F(x) = f(x).

La integral indefinida de una funcidon dada no es unica.

Ejemplo 1.
x?, x*>+ 2, x*>—m, x>+ C. (C, constante).
Son las primitivas o integrales indefinidas de f(x) = 2x. Ya que:

d

d d d
E 2:— 2 = — 2 _ = — 2 =
X - (x“ + 2) - (x* —m) o (x“+C) = 2x

Todas las primitivas de f(x) = 2x estan representadas por la expresién x%2 + C en la que C es una constante
cualquiera y se denomina Constante de Integracion.
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DEFINICION DE INTEGRAL INDEFINIDA,
ANTIDERIVADA O PRIMITIVA

Notacion: Se llamara Integral Indefinida de la funcion f(x), al conjunto de todas las
antiderivadas de la funcion f(x), y se denotara como:

J f(x)dx

Esta expresion se lee: Integral de f(x) con respecto a "x”.
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INTEGRAL INDEFINIDA DE “x" ELEVADA A UNA POTENCIA (n#-1)

>

xn+1
x™dx = + C
f n+1
Dado que:
d xn+1 d xn+1 d
dx<n+1+C> B dx<n+1)+a(c)
n+ 1Dx"
— ( ) +0
n+1
= le

Ejemplo 2. o
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https://www.youtube.com/watch?v=JdsgI7lXoNk
https://www.youtube.com/watch?v=TvsFegtzbxc

INTEGRAL INDEFINIDA DE “x" ELEVADA A UNA POTENCIA (n#-1)

xn+1
x™ dx = + C
j n+1
Ejemplo 3.
Determinar la integral de cada ; x 311 5 i e
una de las siguientes funciones a fx dx _3+1+C ' f\/?dx = jx dx
1
5 xg‘l‘l ;
a. [ x3dx = x° _ n
/ e o
b. [ Ywdx _ 4 =P ¢
et 6/5
- 5,
— 6 C
6 x° +
= 5 :
gX\/} +C
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NTEGRAL INDEFINIDA DE “x" ELEVADA A UNA POTENCIA: (n#-1)
jx" dx = m—1 + C
Ejercicio 1.

Determinar la integral de cada una de las siguientes funciones:

a. f(x) = x7 b.g(x) = x™ ™ c. h(x) = x7°
d.i(x) = 6—% e. j(x) = Ji_ﬁ f.m(x) = 31%
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PROPIEDADES DE LINEALIDAD

La Integral Indefinida cumple con las propiedades de linealidad, es decir:

1L [F@tglax = [fedct | geds

2. ka(x)dx = kff(x)dx; keR
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion directa

Este método aplica cuando de manera inmediata se identifica la regla correspondiente en la Tabla de Integrales,
ya sea haciendo uso de recursos algebraicos, como los radicales y las potencias empleadas en los ejercicios
previos, ademas de recursos trigonométricos, entre otros, segun sea el caso.

Ejemplo 4.
e |
X = X
8+ x* (V8)" +x2
L et (x)+c
= —Arctan| —
V8 V8

1 1 X
23. 2+ 2 dx = aArctan (a) + C
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Integracion directa

Ejemplo 5.

1
3.f;dx = Ln|x| + C

TECNICAS DE INTEGRACION

2e

j<%+ncos(3x)—%exdx> — ]x

1 1
Zej;dx+njcos(3x) dx—ZJexdx

2eln|x| + 7

sen(3x) 1

3

18.J cos(ax) dx =

sen(ax)

a

+ C
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4

e+ C

1
dx+j7rcos(3x) dx—jzexdx

4.jexdx=ex +C




TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion directa

Ejercicio 2.
a. [(1—3x)%dx b. [(3x* 4+ 23x7%) dx c. [ 3x2V/8x* dx
d. [x(x+3)(x — 1) dx e. [ 7cosh(x) dx f. [5(22%) dx
2 -5 1 . e x
g. [ esec?(x) dx h.f(7+§ex)dx i J(x€ —e*)dx
. x+3 2 . senx 1
j.o f(e*3 +e?(x+ 1) —10) dx k. [ —=-dx . [z dx
(2—x)3 1 1 senx
m'f x3/x dx n. fcos(x) sen?(x) dx O f1+senx dx
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion por sustitucion o cambio de variable

0 Repaso: funcidn compuesta.

Seanu = g(x)ydu = g'(x)dx

Si F es una primitiva de f en un intervalo I, entonces:

jf(g(x))g'(x)dx = jf(u)du =F(u) +C = F(g(x)) +C
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https://www.youtube.com/watch?v=pRsTFp5PED0&list=PLG2lzXH33WIfZkVqzf0CZeLPw6to-GnKw&index=6&ab_channel=ASTRIDYINNETALVAREZCASTRO

TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion por sustitucion o cambio de variable

Ejemplo 6. 0 Ejemplo 9. o
Ejemplo 7. 0 Ejemplo 10. 0

Ejemplo 8. 0 Ejemplo 11. o
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https://youtu.be/DzFToJs5CK8
https://youtu.be/VRBSekS8J5A
https://youtu.be/wBwIDb7_mVY
https://youtu.be/bV5ekR2GsV0
https://youtu.be/BRmBq6Gr0vY
https://youtu.be/9JASs35qBD0

TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion por sustitucion o cambio de variable

Ejemplo 12.

J(sen(xz) + 3)82xcos(x?)dx

u = sen(x?)+3

du 5 ,
i xcos(x*)

du = 2xcos(x*)dx
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j uddu

u9

? +C
(sen(x?) + 3)°

9

+ C



TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion por sustitucion o cambio de variable

Ejercicio 3.
a. [(1+x)" dx b. [(1—x)"dx c. [ 2x(x?+3)*dx
2 8 1

d. [(2x + 4)(x? + 4x)8 dx IW f. f2x+9 dx

g [e*dx h. [e ™*dx i. [ a3 dx

j. | sen(4x) dx k. f&\g@dx . [ xvx — 1dx

m.[ sen3(x)cos(x) dx n. [ 3xcos(x?) dx 0. fm%fl(x)d
6x2+1 1 1

p.fmdx q.fmdx r.fsen(zx)dx
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion por partes

Es una técnica util cuando la funcién a integrar es un producto de funciones algebraicas o trascendentes.
Esto es:

| rag =g - | gas

Tenga en cuenta:
1. La parte que se iguala a dg, debe ser facilmente integrable.
2. [ gdfno debe ser mas complicada que [ fdg
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TECNICAS DE INTEGRACION

Inteqgracion por partes
ffdg =fg—Jgdf

] 1
Ejemplo 13. ijLn(x)dx = Ln(x)(x?) — j xzzdx
f = Ln(x) — x%Ln(x) — jxdx
1
df =—d
f==dx y
= x’In(x) ——+C
dg = 2xdx 2
g = x2 + C]_

KM+
2.jx"dx= n+1+C;n¢—1
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TECNICAS DE INTEGRACION

Inteqgracion por partes
ffdg =fg—Jgdf

Ejemplo 14.

jeksen(x)dx — Sen(x)ex—jexcos(x) dx Zjexsen(x = e*sen(x) — e* cos(x)

e*sen(x) — e* cos(x)

f = sen(x) —

df =cos(x)dx |  e*sen(x) — (cos(x) e* — j ex(—sen(x))dx> 2

— X

dg = e*dx - (sen(x) — cos(x)) + C

— X =
fdg —je dx —  e*sen(x) —e* cos(x) — f e*sen(x)dx
g’ = Er + Ej_

f1 = cos(x)
df; = —sen(x)dx

dg, = e*dx
Jdg, = [e*dx
gr1=e*+ 6

ASTRID ALVAREZ CASTRO-WWW.MATHSPACE.JIMDO.COM




TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion por partes

Ejercicio 4.
1. [ 2xsenx dx 2. [ xe* dx
4. [(2x? + 2x — 3)senx dx 5. [ e*cos(x) dx
7. [In(x) dx 8. [ xArctan(x) dx
10. [ xsen(x) dx 11. [ /xLn(x) dx
13. [ (Ln(x))? dx 14. [ sen(x)cos(x) dx
16.[ sec3(x)dx 17.f xLn(3x)dx
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3. [x%e3% dx

6. [ xIn(x) dx

9. [ 2xsen(6x — 1) dx

12. [ ——dx

cos?(x)

15. [ xV1 + xdx

18. [ sen?(x)dx



TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Racionales (Fracciones Parciales)

Para el uso de esta técnica es indispensable el manejo de los temas:
e Division de polinomios.

* Factorizacion de polinomios

e Solucion de sistemas de ecuaciones

Fracciones propias e impropias

Una funcidn racional P(x)/Q(x) es una fraccion propia si el grado del polinomio P(x) es menor que el grado
del polinomio Q(x). En caso contrario, la fraccion sera denominada como fraccion impropia.

En caso de tener una fraccion impropia, esta se puede escribir como la suma de un polinomio con una fraccion
propia efectuando la divisidon de P(x) entre Q(x). Es decir:
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Racionales (Fracciones Parciales)

Caso 1. El denominador Q(x) es un producto de factores lineales
distintos.

(a1x + by)(a,x + by)(azx + b3) -+ (axpx + by)

En este caso, existen constantes Ay, 4,, As,..., Ay, tales que la

., P .
fraccion Px) es equivalente a:
Q(x)

Ay | Ay | A3 Ag
T e LT
a1x+b1 a2x+b2 a3x+b3

Caso 2. El denominador Q(x) es un producto de factores lineales
repetidos.

(axx + by)*

En este caso, existen constantes Ay, A,, As,..., Ay, tales que la

., P :
fraccion Pe) es equivalente a:
Q(x)

A A; , A3 L Ak
a1x+b1T(a2x+b2)2T(a3x+b3)3TmT
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Racionales (Fracciones Parciales)

Caso 3. El denominador Q(x) es un producto de factores
cuadraticos distintos.

(ayx? + byx + ¢)(ax? + byx + ¢,)
(asx? 4+ b3 + c3) = (apx? + bpx + cx)

En este caso, existen constantes A4, A4,, As,..., A, B4, B, Bs,...,
., P .
B, tales que la fraccion % es equivalente a:

A1x+B1 . A2x+B2 . A3x+B3 . . AkX'l‘Bk
e Ll LEYYELE
a1x%2+bix+cy ayx2+byx+cy azx2+bzx+cy apx%+bpx+cy

Caso 4. El denominador Q(x) es un producto de factores
cuadraticos repetidos.

(agx? + byx + c)*

En este caso, existen constantes A4, 45, As,..., Ay, B1, B>, B3,...,
P(x)

B, tales que la fraccion IS, es equivalente a:
A1X+B1 . A2x+Bz . A3X+B3 . . AkX'l'Bk
a1x2+bix+c (azx2+byx+cy)? (azx2+bzx+c3)3 7 (apxZ+brx+cp)k
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Racionales (Fracciones Parciales)

Ejemplo 15.
5x + 3 dx  La expresidn a integrar, es una fraccion propia, debido a que el grado del
x3 —2x?% —3x numerador es menor que el grado del denominador. La factorizacion del

denominador (x3 — 2x? — 3x)es: x(x —3)(x + 1).

* Luego, la fraccion dada se expresa como la suma de tres fracciones parciales con
factores lineales distintos en el denominador:

5x+3 _A_B  C
x3—2x2—-3x x x—-3 x+1

* Elsiguiente paso es determinar los valores de las constantes A, By C:
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Racionales (Fracciones Parciales)

Ejemplo 15. « Multiplicando por x(x — 3)(x + 1) a cada término:
5x + 3
d 5 3 - [A, B C B
[P v S L ER R ECERICERY
x3 —2x% — 3x

5x+3 = Ax—3)(x+1)+Bx(x+1) + Cx(x —3)

5x+3 = (A+B+C0)x*+ (=244 B —3C)x + (—34)

* lgualando los coeficientes de |a izquierda con los de la derecha, se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

A+B+C =0
—2A+B—-3C=5
—34 =3
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Racionales (Fracciones Parciales)

Ejemplo 15.

A+B+C =0
5x + 3 —2A+B—-3C =5
jx3—2x2—3xdx —34 =3

* Cuya solucion es: (Verificar).

3 1

* Volviendo a la integral, se tiene:

f 5x + 3 g = rA_I_ B N C p
x3—2x2—3xx x x—3 x+1 x

= -1 3/2 —-1/2
f + / + / dx
X x—3 x+1

—

—
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Racionales (Fracciones Parciales)

Ejemplo 15.

—1 3/2 —1/2
5x + 3 Iy j 4 / 4 / dx
x3 —2x2%2 —3x x x—3 x+1
Jld +3J 1 g 1] 1 g
= x T =3 T k1™

3 1
—Ln|x| +5Ln|x — 3| —ELnlx +1|+C
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Racionales (Fracciones Parciales)

Ejercicio 5.
7x+3 xX%42x—-1
f 2 f 3 2 dx
xX“+3x—4 2x°+3x4—-2x
g fx4—2x2+4x+1 doc o f4x2—8x+1 do
| x3—-x2—x+1 ) x3-x+6
1—x+2x2%-x3 8x2+5x+18
f 2 2 dx f 2 2 dx
x(x4+1) (4x<+9)
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f 5x%—36x+48
x(x—4)2

dx

f 2x%—x+4
x3+4x

dx

. fx3+x2+x+2

x*+3x%242



TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Ejemplo 16.

Ejemplo 17.

Ejemplo 18.

Ejemplo 19.

OO0O0OO

Ejemplo 20.
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Ejemplo 21.

Ejemplo 22.

Ejemplo 23.

Ejemplo 24.

00 0 0



TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ sen™(x)dx o [ cos™(x)dx

Se sugiere: :

Si “n” es impar, usar:
sen?(x) = 1 — cos?*(x)
cos?(x) =1 — sen?*(x)

Ejemplo 25.

N =

[1+ cos(2x)]dx

jcosz(x) _ ]

1
5 jldx+Jcos(2x) dx

= 1]  sen(2x)
S|x |+ ¢

ASTRID ALVAREZ -CASTRO—WV\/W.I\/IATHSPACE.JII\/I DO.COM

o, 1

Si “n” es par, usar:

1 [1 —cos(2x)]

sen?(x) =

cos?(x) =

2
1
2

[1+ cos(2x)]

18.[ cos(ax) dx =

sen(ax)

a

+C




TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ sen™(x)dx o [ cos™(x)dx _ _ _ _
La primera integral (I11) es directa, de la tabla de integrales (7).

Ejemplo 26. La segunda Integral (12) se puede resolver por sustitucion:
j send(x)dx = j sen?(x)sen(x)dx Para (12):
r jcosz(x)sen(x)dx _ Jtz(—dt)
= | (1 — cos?(x))sen(x)dx
= t3
——+cC
r d 2 d ¥ 1
= | sen(x)dx — | cos“(x)sen(x)dx = cos3(x)
- + Cl
3
De ahi que:
Si “n” es impar, usar: 3 5
sen?(x) = 1 — cos2(x) f sen”(x)dx _ j sen(x)dx — j cos*(x)sen(x)dx
_ _ 3
7. fsen(x) dx = —cos(x) +C cos() + COS3(x) L
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ sen™(x)dx o [ cos™(x)dx

Ejercicio 6.

a. [ cos*(x) dx b. [ cos?(3x)dx c. [ cos®(x)dx
d. [ sen*(x) dx
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ sen(mx)cos(nx)dx, [ sen(mx)sen(nx)dx o [ cos(mx)cos(nx)dx

Se sugiere:

sen(x)y cos(x)

1. | sen(mx)sen(nx) | = | — _ _ _
son funciones impar y par, respectivamente

[cos(m + n)x — cos(m — n)x]

2. | cos(mx)cos(nx) | = [cos(m + n)x + cos(im — n)x]

3. | sen(mx)cos(nx) | = [sen(m + n)x + sen(m — n)x]

sen(—x) = —sen(x)
cos(—x) = cos(x)

NN \ SRR O SN | O N

4. | cos(imx)sen(nx) | = [cos(m +n)x — sen(m — n)x]

ASTRID ALVAREZ CASTRO-WWW.MATHSPACE.JIMDO.COM



TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ sen(mx)cos(nx)dx, [ sen(mx)sen(nx)dx o [ cos(mx)cos(nx)dx

Ejemplo 27. 3. | sen(mx)cos(nx) | = %[sen(m + n)x + sen(m — n)x]
jsen(Zx)cos(Bx)dx — j%[SeTl(Z +3)x + sen(2 — 3)x]dx
= 1
5 fsen(Sx)dx+ jsen(—x)dx}
= 1 -
5 jsen(Sx)dx— jsen(x)dX]
sen(—x) = —sen(x) = 1 cos(5x) + cos(x)] +C
cos(ax) 2] 5
17.f sen(ax) dx = — +C
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas
Integrales de la forma [ sen(mx)cos(nx)dx, [ sen(mx)sen(nx)dx o [ cos(mx)cos(nx)dx

Ejercicio 7.

a. [ sen(5x)cos(4x) dx b. [ sen(x)sen(2x)sen(3x)dx  c. [ cos(6x)cos(3x) dx
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ tan™(x)dx o [ cot™(x)dx

Se sugiere:
tan?(x) = sec?(x) — 1
cot?(x) = csc?(x) — 1
Ejemplo 28.
f tan®(x) dx B f tan?(x)tan(x) dx

— J(secz (x) — 1)tan(x) dx

J sec?(x) tan(x) dx — j tan(x) dx

\ v J H_/

I1 12

9.jtan(x) dx = —Ln|cos(x)| + C
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La primera integral (1) se resuelve por sustitucion.
La segunda integral (12) se resuelve directamente usando la
tabla de integrales (9):

f tan3(x) dx — J-secz (x) tan(x) dx — f tan(x) dx
t = tan(x) = f tdt — f tan(x) dx
dt = sec?(x)dx
2
= %— (—Ln|cos(x)|) + C
_ tan?(x)

+ Ln|cos(x)| + C



TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ tan™(x)dx o [ cot™(x)dx

Ejercicio 8.

a. [ tan®(x) dx b. [cot*(x)dx  c. [tan*(x)dx

ASTRID ALVAREZ CASTRO-WWW.MATHSPACE.JIMDO.COM



TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ tan™(x)sec™(x)dx o [ cot™(x)csc™(x)dx

Caso 1. Si el exponente de |la secante o cosecante n es par se reescribe de tal manera que encuentre la derivada de la
tangente o cotangente segun corresponda.

d
i — epp? a a2
7 tan(x) = sec”(x) o cot(x) csce(x)
: _2 3
Flemplo 29. J tan"z(x)sec (x) dx — J’ tan Z(x)sec?(x)sec?(x) dx

— J. Icm_%(x)secg () (tan?(x) + 1)dx

_ J. mn%{x)secg{x) dx + j mn_%{x)seczﬁx) dx

Las dos integrales se resuelven por sustitucion:
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ tan™(x)sec™(x)dx o [ cot™(x)csc™(x)dx

Ejemplo 29.
3

ftﬂﬂ_%(.E)SEC4(I) dvy = J. Eﬂ?l%[I)SECZEI:}I dx + f tan” Z(x)sec®(x) dx

t = tan(x) _ J r%dr + ’. r_% dt
dt = sec?(x)dx ~

£3/2 p-1/2

c
- 32 Tan"

_ %t”z —2t7Y2 4+ ¢

2
= Etnngﬁ (x) — 2tan Y2 (x) + C

Las dos integrales se resuelven por sustitucion:
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ tan™(x)sec™(x)dx o [ cot™(x)csc™(x)dx

Ejercicio 9.

a. [ tan®(x)sec?(x) dx b. [ cot?(x)ecsc*(x) dx

Las dos integrales se resuelven por sustitucion:
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ tan™(x)sec™(x)dx o [ cot™(x)csc™(x)dx

Caso 2. Si el exponente de |la tangente o cotangente m es impar se reescribe de tal manera que encuentre la derivada
de la secante o cosecante segun corresponda.

d
%sec[x) — sec(x) tan(x) Ec&c(x) = —csc(x) cot(x)

Ejemplo 30.
1 _3
f tan®(x)sec 2(x)dx — f tan?(x)sec” 2(x) sec(x) tan(x)dx

— r{secz(x) — 1)32.‘:_%(11) sec(x) tan(x)dx
J

— Jr' SEC%(I} sec(x) tan(x)dx — j sec_%[x] sec(x) tan(x)dx

Las dos integrales se resuelven por sustitucion:
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ tan™(x)sec™(x)dx o [ cot™(x)csc™(x)dx

Caso 2. Si el exponente de |la tangente o cotangente m es impar se reescribe de tal manera que encuentre la derivada
de la secante o cosecante segun corresponda.

Ejemplo 30.
1 1 _3
f tan®(x)sec 2(x)dx = | secZ(x)sec(x)tan(x)dx — j sec 2(x) sec(x) tan(x)dx
J
[ 1 _3
t = sec(x) — tzdt—ft 2dt
dt = sec(x) tan(x) dx ’
£3/2 t_%
_ gt
2 2
2 3 1
= Esecz(x) + 2sec 2(x)+ C
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales de la forma [ tan™(x)sec™(x)dx o [ cot™(x)csc™(x)dx

Ejercicio 10.

a. [tan®(x)sec(x)dx b. [tan®*(x)sec™/?(x)dx c. [ cot®(x)csc(x) dx
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales por sustitucion trigonomeétrica

Para el uso de esta técnica es indispensable el manejo de los temas: Esl‘os
* Solucidn de ecuaciones trigonométricas. Ser l‘emas
* Razones trigonométricas en un triangulo rectangulo. do’h/'n(-je sy O’ebe,7
 Teorema de Pitagoras. es s, d’O. Si g nter,,
eberc es as;
O/-;Su/tar;
Se tiene Sustituir por Obtener

1 \Ja? — b2x2 x = %Sgn(t) 1 — sen?(t)

2 v a? + bZx? X = Eta.n(t) v 1+ tan?(t)

b

3 v b?x?% — a? x = Esgc(t} JJsec?(t) — 1

b
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Ejemplo 31.
jm

zdx

X

a=2b=1
x = 2sen(t)
dx = 2 cos(t) dt

TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales por sustitucion trigonomeétrica

J4 — (2sen(t))?

Zsen(D)? 2 cos(t) dt

J4 — 4sen?(t)

Tsen2(0) 2 cos(t) dt

J4(1 — sen?(t))

2sen?(t)

f \rgnfl — sen?(t)

2sen?(t)

cos(t) dt

cos(t) dt

S

r ,fl — sen?(t)

sen?(t)

cos(t) dt

| S—

1 Wa?—bh2x? _rzgsen[t)

v 1— sen?t
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j J1 — sen2(t)

sen?(t)

cos(t) dt

cos(t) dt

:f\m

sen?(t)

- f cos(t) cos(t) dt

sen?(t)
_ cos?(t)
f sen?(t) de

— fcatz(t)dt

[(mcz{t) —1)de

= J‘C.sczﬁt)d.t — f dt

—cot(t) —t+C



TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integrales por sustitucion trigonomeétrica

Ejemplo 31.
Regresando a la variable original:
Dado que: Entonces:
X
x = 2sen(t) sen(t) = > (1)

De (1) completamos el siguiente triangulo rectangulo:

V4 — x2
9 cot(t) = —
2N
4 — x? — E
t = Arcsen (2)

© Cateto Opuesto (D) Cateto Adyacente
sen(t) = _ co =
Hipotenusa Cateto Opuesto
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J

V4 —x?

dx

—cot(t) —t+C

V4 —x2

X

X

— Arcsen (E) +C



TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas
Integrales por sustitucion trigonométrica

Ejercicio 11.

P —
Vvie—x VO—Xx
a. dx b. dx
J— ==
1.-.1,3 5 1
e. dx
d J dx Jﬂ:!:'z*u'3+;1c:3
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N eyyea (x2+9) fz
f. [V5—4x — x2dx




Integracion de Funciones Trigonomeétricas

TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de funciones racionales trigonomeétricas (Sustitucion Universal)

Caso 1. Integrales del tipo

j R(sen(x), cos(x))

Se sugiere:

dx

X donde:
t = tan (E) onde sen(x) =

cos(x) =

2t

1+ t2

1 —t2

1+ ¢2

2
1+ ¢2

dt
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Ejemplo 32.

1

J‘ 1 + sen(x) + cos(x) ax

1+——+

14+ 1+ t4

2

1
J.'l+t2+2t+'l—t2

1+1t2

2
[2a
2t + 2

24
- fz(r+1) ‘

1
e
t+1

Lnjt+ 1| +C

Ln |‘ran G) + 1| + C

(

14 t2

J- 1 2 it
= 2 1—f2\1 4 ¢t2

)



TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integracion de funciones racionales trigonomeétricas (Sustitucion Universal)

Caso 1. Integrales del tipo

J R(sen(x), cos(x))

Ejercicio 12.

1 - 1 tan(x)
4. f45€?l{:;rjl+l X ' J 3sen(x)+4cos(x) C: f1+SEFL[::L':I
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integracion de funciones racionales trigonométricas (Sustitucion Universal)

1
. i Ej lo 33. _
Caso 2. Integrales del tipo jemplo f [T sen?() dx =

JR(—Sen(x), —cos(x)) = JR(SQTL(X), cos(x))

J—

Se sugiere: ) j fg (1+t2dt)
J
J =

) ('1+ tzdt)

v'1+t2

1
dt
:L+t2+t2 1+t2 )

t = tan(x) donde: t _
sen(x) = Nemrs) 1+ 2
1
cos(x) =
v % + t2 - )1+ ztz
dx = dt
= 2
1+ (V2t)
- 1
— —Arctan(\V2t) + €
= arctan (21
1
— —Arctan(v2tan(x)) + C
= (V2tan(x))
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TECNICAS DE INTEGRACION

Integracion de Funciones Trigonomeétricas

Integracion de funciones racionales trigonomeétricas (Sustitucion Universal)

Caso 2. Integrales del tipo
JR(—SBTL(X), —cos(x)) = JR(Sen(x), cos(x))

Ejercicio 13.

a.f ! dx b. J"wdg{ c.f !

1+sen?(x) 1+sen2(x) 1+cos?(x)

ASTRID ALVAREZ CASTRO-WWW.MATHSPACE.JIMDO.COM



