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4.1. ALGUNAS
APLICACIONES

En la Fisica

Sabemos que al suspender un peso de un resorte,
este se alarga, podriamos determinar la ley que
rige este alargamiento, al menos para un
determinado intervalo? Seria como tratar de
expresar el alargamiento del resorte en funcion
del tiempo.

En la Quimica

En el laboratorio de Quimica, podemos estudiar
la temperatura de una masa de agua con respecto
al tiempo en que es sometida al calor? Se trata de
relacionar la temperatura en funcion del tiempo.

4.2. FUNCION

En muchas situaciones encontramos que dos o mas objetos o cantidades estan relacionados por una
correspondencia de dependencia, como por ejemplo: el area de un circulo depende del radio del mismo, la
temperatura de ebullicién del agua depende de la altura del lugar, la distancia recorrida por un objeto al caer
libremente depende del tiempo que transcurre en cada instante. Esto nos conduce al concepto matematico de

funcion.

Definicién: Sean A 'y B dos conjuntos no vacios y f de A en B una funcién. Sea a € A. El elemento que af le
hace corresponder a a en B, se llama imagen de a y se denota por f(a) (f(a): se lee: efe de a) y a recibe el

nombre de preimagen de f(a).

Ejemplo:
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En la Economia

Un investigador suele expresar: el consumo en
funcién del ingreso, también la oferta en funcion
del precio, o el costo total de una empresa en
funcion de los cambios de produccion, entre otros
muchos ejemplos donde se analiza como se
comporta una variable en respuesta a los cambios
gue se producen en otras variables.

En la Biologia

Cuando se trata se precisar: el crecimiento de una
poblacion animal o vegetal en funcién del
tiempo, el peso de un bulbo en funcién del
didmetro del mismo, el consumo de oxigeno en
funcion del trabajo realizado.

Seaf: A - B.

Tal y como esta definida esta correspondencia f es

funcion de A en B, complete:

a) Al 1 se le asigna el -1, o sea f(1) = -1.
Laimagende les-1
b) Al 2 se le asigna el -2,

c¢) Al 3 se le asigna el -3,

d) Al 4 se le asigna el -3,




4.2.1. Funciones reales

Una funcion real en una variable x es una funcion f : A - R donde A S R, que usualmente se define por
y = f).
Nota: En general, para definir una funcion real se usan las letras x e y para representar las variables

independiente y dependiente, respectivamente. En modelos de aplicaciones se usan letras relacionadas con el
nombre de las magnitudes involucradas en el problema.

4.2.2. Representaciones de una funcion real

Una funcion real, en general, puede ser representada de distintas maneras:

e Mediante un conjunto de pares ordenados, o tabla de valores.

Clasificacion Imc [kgf'mz)
Valores principales Valores adicionales

Infrapeso <18.50 <18.50
Delyadez severa <16.00 «1E6.00
Delgadez moderada 16.00 - 16.99 16.00 - 168.99
Delyadez aceptable 17.00- 18.43 17.00-18.49

18.50 - 22,99
Normal 18.50 - 24.99

23.00 - 24.99
Sobrepeso =25.00 =25.00

26.00-27.49
Preobeso 25.00-29.99

27.480- 2999
QObeso 230.00 230.00

30.00- 32,49
Obeso tipo | 30.00 - 34-99

32.60- 3499

35.00- 37.49
Obeso tipo Il 35.00-39.99

37.60 - 39.99
Obeso tipo 24000 =40.00

e Mediante una expresion verbal, donde se describe una regla con una descripcion en palabras.
P(t) es la poblacién mundial en el momento t.
e Mediante una expresion algebraica, con una férmula explicita.
Area de un circulo: A(r) = n(r?)

o Mediante una gréafica, representada en un sistema de coordenadas cartesianas.

ACELERACION CRIGIAL DEL SUELO{at)
] o
35 8
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ACELERACION VERTICAL DURANTE UN TERREMOTO
Estas cuatro formas de representar una funcion son equivalentes, sin embargo no siempre es posible el paso de
una a otra.
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4.2.3. Dominio y rango de funciones reales.

Determinar el dominio de una funcion (Df).

Para determinar el dominio de una funcion f, de acuerdo a su regla y=f(x), se analizan todos los valores
posibles de la variable x, tal que f(x) es un nimero real.

Esto es, se despeja la variable y, para estudiar el comportamiento de la variable x. Al hacer este despeje, se
consideran los siguientes casos:

e Lavariable x forma parte del denominador de una fraccion.
e Lavariable x forma parte de un radical par.
e Lavariable x no forma parte de ni de un dominador ni de un radical.

Determinar el rango de una funcion (Rf).

El rango de una funcion f, es el conjunto de los nimeros reales, que son imagenes de algin elemento del
dominio, mediante f.

Determinar el rango, consiste en analizar todos los valores posibles que pueda tomar la variable y, tal que la
variable x sea un nimero real. Para esto, se despeja la variable x en funcion de la variable y.

Ejemplo:

5

Sea f una funcién definida por la expresion: f(x) = Py

1. Determinar su dominio.
En este caso, evaluando para el denominador distinto de cero, tenemos:
2x—3#0=>2x+3=>x+*3/2
Por lo tanto, el dominio de f se escribe asi: Df = R —{3/2}.

2. Determinar su rango.

5+3y

y=L=>2x—3=E:2x=5+3:x=
y y 2y

2x-3

Lo anterior muestra que: Rf = R — {0}

4.2.4. Grdfica de una funcion

Las graficas permiten obtener una representacion visual de una funcién. Estas entregan informacion que puede
no ser tan evidente a partir de descripciones verbales o algebraicas.
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Para representar graficamente una funcién y = f(x), es comun utilizar un sistema de coordenadas rectangulares
0 cartesianas, en las cuales, la variable independiente x se representa en el eje horizontal, y la variable
dependiente y en el eje vertical.

La grafica de y = f(x) es el conjunto: f = {(x; f(x)); x € Df}.

Si P(a; b) es un punto de la gréfica, la coordenada y = b es el valor de la funcién f(a).

La figura muestra el dominio de f (conjunto de valores posibles de x) y el rango de f (valores correspondientes
dey).

4.2.5. Prueba de la recta vertical

La gréfica de un conjunto de puntos de un plano coordenado es la grafica de una funcién si toda recta vertical
corta la gréafica en un punto cuando mucho.

1114

Si ES FUNCION | NO ES FUNCION

4.2.6. Técnicas bdsicas para esbozar la grdfica de una funcién

A continuacion se describen algunos pasos a seguir para obtener un esbozo de la grafica de y = f(x), por
medio de la representacién de puntos:

1. Determinar el dominio y rango de la funcién.

2. Determinar los puntos de interseccion de y = f(x) con cada eje coordenado.

a. Interseccion con el eje Y (x=0).

Astrid Alvarez C. s



b. Interseccion con el eje X (y=0).

3. Construir una tabla de valores de f. Escoger un grupo representativo de valores de x en el dominio de
f, y construir una tabla de valores (x; f(x)).

4. Representar los puntos (x; f(x)) considerados en la tabla, en el sistema de coordenadas.

5. Unir los puntos representados.

Nota: Muchas curvas diferentes pasan a través de los puntos considerados en la tabla de valores. Para
aproximarse mejor a la curva que represente a la funcién dada, graficar nuevos puntos si es necesario.

4.3. ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES

4.3.1. Funciones Algebraicas

Las funciones algebraicas son aquellas cuya regla de correspondencia es una expresion algebraica. Las
funciones algebraicas pueden ser:

e Funciones Explicitas: Es una relacion en la cual aparece despejada la variable dependiente. Esto es:

y=f)

e Funciones Implicitas: Cuando no esta despejada ninguna variable. Esto es:
F(x,y)=0

4.3.1.1. Funciones polinémicas (polinomiales)

Son funciones de la forma:
f(x) = apux™ +- + a;x + ag

Donde n es un entero, y los coeficientes a,, ..., a;, ag SOn nUmeros reales.

a. Funcién constante

Una funcion constante es aquella que tiene la y
forma f(x) = ¢, donde ¢ es un namero real fijo.

Su gréfica es una recta paralela (o coincidente) al

eje X. 4 c fix)=c
o Df:
o Rf: ¥
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Ejemplo:

flx) = =3.

h(x) =5/,.
gx) = 6.
o Df:
Rf:

e Dg:
Rg:

e Dh:

e Rh:

b. Funcion lineal

Es una funcién que tiene la forma o puede ser
llevada a la forma:
y=mx+b.

Donde: m se denomina pendiente y b ordenada al
origen (intercepto con el eje Y).

Su grafica es una recta.

o Df:
e Rf:

Ejemplo: f(x) = 2x -1

e Df:
e Rf:

1. Puntos de interseccién:

-Con el eje x (y = 0):
2 —1=0>=x =%

-Conelejey (x=0):
f(0) =2(0) - 1, f(0) = -1.

2. Tabla de valores
Dado que la funcién f(x) = 2x-1 representa
una linea recta NO ES NECESARIO
hacer una tabla de valores, pues son

Astrid Alvarez C.

g(x)=

L}

, hx)=52

=T

[ D N B T R D - L |

f(x)=-3

{_.,-l

T
J-“"-f-;
_,-”'f_,fif.r} il

-

suficientes dos puntos para hacer una
representacién gréafica.

De esta manera, la recta pasa por los

puntos G 0) y (0; —=1).

¥

| f(x)=2x-1

-7 / T 2 x
-#(0,-1)




Propiedades de una funcién lineal

Pendiente de una recta

El nimero: m = % se denomina pendiente de la recta determinada por los puntos (X1; Y1) Y (X2; Y2).
2741

Note que x; # x,.

e Sim >0, sedice que la recta es creciente.
e Sim <0, sedice que la recta es decreciente.
e Sim =0, sedice que la recta es constante.

Ecuacion Punto-Pendiente
La ecuacion de la recta que pasa por el punto (x;; y1) con pendiente mes: Y — y; = m(X — xy).

Ejemplo: Determinar la ecuacién de la recta con \
pendiente -2 y que pasa por el punto de :
coordenadas (1; 2).

Dado que: m = -2, la recta es decreciente.
Y como x; =1y y, =2 setiene:

Y —y; = m(X — xq). |
Y—2=mX-1).

Y=-2(X-1) +2. : s
Y=-2X+2+2, x
Y =-2X +4.

Rectas paralelas y rectas perpendiculares

Sean I, y I, rectas con pendientes m; y m, respectivamente.

e I , & my; = m, (Las S seran par s).
Ll Las rectas seran paralela
1 , .
e L, 11, &m = —m—(Las rectas serdn perpendiculares).
2

Ejemplo: Note que, para el grafico que se representa a continuacion:

e Rectal es paralela a Recta2 y

e Recta3 es perpendicular a Rectal y también es perpendicular a Recta2.

Ejercicio: Pruebe las afirmaciones del ejemplo anterior.
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Ejemplo: Trazar la grafica de 2x-5y = 8.

e Df: )

o Rf: ) qy
]

1. Puntos de interseccion: 3

-Con el eje x (y = 0):
2x-5(0) = 8, luego x = 4. |

-Conelejey (x=0): R |th
2(0)-5y =8, luego y = _?8 ../

De esta manera, la recta pasa por los / (089
puntos (4; 0) y (0; _?8). k

2. Tabla de valores

Dado que la funcion 2x-5y = 8 representa Nota: Despejando la variable dependiente v,
una linea recta NO ES NECESARIO tenemos la ecuacién de la forma y=mx+b:

hacer una tabla de valores, pues son

suficientes dos puntos para hacer una 2 8

representacion grafica. Y=5*¥7%g

Funcion Identidad. Fix)=x

Toda funcién lineal creciente de la forma f(x) = x,
se llama funcion identidad.

Su gréfica es una linea recta que interseca a ambos
ejes en el origen de  coordenadas.

4 7 8 5 4 3 -2 o1 2 3 4 5 8 7 8 9 10

e Df:
e Rf:

[ BRI T N N PRN SR N (S O R T S )
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c¢. Funcion cuadrdtica

Una funcion cuadratica es aquella que tiene la forma, o puede ser llevada a la forma:
f(x) = ax*+ bx + ¢; cona # 0; a,b,c €ER

Su grafica es una paréabola.

o Df:
e Rf:

Ejemplo: f(x) = x°

e Df:
e Rf:

1. Puntos de interseccién:

-Conelejex (y=0):
x*=0, luego x = 0.
-Conel ejey (x =0):

y=07 luego. y=0
De esta manera, la curva pasa por el punto
(0; 0).
2. Tabla de valores

X | f(x)=x°

-2 4

-1 1

-0.5 | 0.25

0 0

0.5 |0.25

1 1

2 4

Propiedades de una funcidn cuadratica

. . . P . =b -b
- Dicha parabola tiene como vertice el punto: V (Za i f (Za)).

. —b . . . ,
- Larecta vertical x = >, ésuna recta denominada eje de simetria.

- Sia> 0 laparabola se abre hacia arriba, y si a < 0 se abre hacia abajo.

Astrid Alvarez C. 10



Gréfica de una funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢

7

ax0, Ax0 ax0, A=0 ax0, A<l
br 7 4
A
a<l, A»D a<l, A=0 a<l, A<

A =Db? -4ac

Ejemplo: Representar graficamente la funcion:

gix) = x?2—4x +3

o Df:
e Rf:

1. Puntos de interseccion.
- Conelejex(y=0):
x2—4x+3=0
Se hace uso de la siguiente expresion, para

hallar los ceros o raices de la funcién
cuadratica dada;

—b +Vb? —4ac
Y12 = 2a

En nuestro ejemplo tendriamos:
a=1;b=-4yc=3

Esto es:

Astrid Alvarez C.

I GO V=2 -4 (3)
v 2(1)
4+2

2
Luego, x; =3y x, = 1.

X1,2 =

Es decir, los puntos de corte con el eje X
tienen coordenadas:

30y (10
Corte con el eje Y es (cuando x = 0):
g(0) = (0)* —4(0) +3

Es decir, el punto de corte con el eje Y
tiene coordenadas:

0,3).

2. Tabla de valores

X gx)= x>*—4x+3

11



3. Vertice: 5. Direccion de apertura de la parabola

Dado que a = 1 > 0, la parabola abre
b, _(-b hacia arriba.
v <Z' 9 (Za))'

v(F50GED)
V(2 9(2).
V(2;-1).

4. Eje de simetria

—-b
2a ]

¥ ' x=2
{0,3) !

g(x)=x?-4x+3

X
x =2

ms‘”
d. Funcién cubica
Una funcion cubica es aquella que tiene la forma, o puede ser llevada a la forma:
y = f(x) = ax® + bx? + cx + d; cona # 0, a; b;c;d €R
o Df:
e Rf:
Ejemplo: f(x) = x3.
o Df:
e Rf:
1. Puntos de interseccién: 2. Tabla de valores
-Conelejex (y=0):
x*=0, luego x =0. x | f)=x°
-2 | -8
-Conelejey (x=0): 11 -1
y=0%, luego. y=0 010
1|1
De esta manera, la curva pasa por el punto IR
(0; 0). 3 |27

Astrid Alvarez C.
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Ejemplo: Representar graficamente la funcion:

flz) =2 — 322 — 4z + 12
1. Corte con el gje ¥V es (cuando = = 0): (0,12).
2. Corte con el eje X es (cuando f(x) = 0):
flz) =2 —322 —4x4+12=0
En este caso se hace uso de los métodos apren-
didos previamente para factorizar y determinar
asi las raices o ceros del polinomio.
-Divisidén sintética:
Se escribe una lista con todos los divisores del
término independiente (12) {que son candidatos
a ser raices del polinomio).

En nuestro caso: £1, 2, +3, +4 v +12

Para determinar cudles de los divisores son
raices, se hace uso del « Teorema del residuo».

F1)=6#£0
F-1) =120
f(2y=0

_(I;uégo, x = 2 es una raiz del polinomio dado y
por tanto, x — 2 es un factor del mismo).

De esta manera:

o S
.

—
.
o oy
x
— —
Lt S

—
x
—
'
=
=1
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Asi:
flz) =2 —322 -4z +12 = (22 — = — 6)(z — 2)

y factorizando la nueva funcién polindmica:
P —x—6=(x+2)(z—3)

se tiene:
flz) =22 -3z —dox+12 = (z + 2}z —3) (= —2)

De esta manera, los cortes con €l eje © de f(z)
(rafces o ceros) son:

3.7]_:—2}:{:2:2}':1:3:3

-Para trazar «aproximadamentes el grdfico, se
determina también los intervalos de positividad
donde f(x) estd por arriba de X y de negativi-
dad donde f(x) estd por debajo de X. Dichos
intervalos estin determiados por las rafces del
polinomio: ©1 = —2, zs =2y x3 = 3

MNota: Recuerde escribir las raices de menor a
mayor.

Se completa la siguiente tabla con los signos
que correspondan (+o—), para lo cual se elige
un numero dentro de cada uno de los intervalos
determinados y se avalia en cada factor asi:

FACTOR fn2) | (-2,2) | (2,3) | (3,%0)
£+2 NEIENE:
x-3 - - -

+
x-2 - | - | T | T
)=+ -3 x-2) | - + | - | +

13



FX)=>xF= Bx“- d> +T2

Nota: Los demés puntos se determinan con una tabla de valores.

e. Funciones Racionales

Una funcién racional f es una funcion definida por una expresion algebraica que es el cociente de dos
polinomios:

_ p(x)
fx) = 7
donde p(x) y q(x) son polinomios, tal que g(x) # 0.

e Df: El dominio de una funcién racional esta determinado por todos los nimeros reales, excepto los
ceros del denominador g(x).

e Rf: El rango de una funcién racional estd determinado por todos los nimeros reales, excepto los
nimeros donde se determinan asintotas horizontales.

Ejemplo: f(x) = 1
x 2. Tabla de valores

e Df: . ]
e Rf: . I f(x)=—
a
., 2 -1
1. Puntos de Interseccion: E] K]
172 2
-173 3
-Conelejex (y=0): 0 | Mo estd definida
113 3
12 2
1 1
2 E

-Conel ejey (x = 0):

Astrid Alvarez C.



Asintotas

Una asintota es una recta que se encuentra asociada a la grafica de algunas curvas y que se comporta como un
limite grafico hacia el cual la gréfica se aproxima indefinidamente pero “nunca” la toca.

A medida que la variable independiente de la funcion tiende hacia un cierto valor, la correspondiente variable
dependiente tiende a infinito, cualquiera que este sea. En general, la recta puede tener cualquier orientacion,
sin embargo, en nuestro caso Unicamente estudiaremos las asintotas verticales y horizontales.

Asintota Vertical

Son rectas verticales presentes nicamente en funciones racionales y se determinan encontrando las raices del
denominador correspondiente. Entonces, el nimero de raices asociados a una funcién determinarian el
namero de asintotas verticales que tiene tal funcién.

. 5 . . .
Ejemplo: f(x) = — tiene como asintota vertical larectax = 4 puesx — 4 = 0 siempre que x = 4.

x=4|T

[ B R ] z 3 Ja 5 & EC T

fx)=5/x-4) o~

Asintota Horizontal

Como su nombre lo indica, son rectas horizontales asociadas a la funcion. Se encuentran presentes Ginicamente
en funciones racionales y se determinan haciendo que la variable independiente x se aproxime al infinito lo

gue trae como consecuencia que la funcion cociente tienda a un valor determinado fijo al que “nunca” va a
llegar o sobrepasar.

Astrid Alvarez C.



Las asintotas horizontales aparecen cuando ocurre una de las siguientes condiciones (ambas condiciones no
pueden ocurrir en la misma funcion):

CASO 1: El grado del numerador es igual al grado del denominador. En este caso, la asintota es la recta
horizontal y = a/b, donde a es el coeficiente de mayor grado del numerador y b es el del denominador.

CASO 2: El grado del numerador es menor que el grado del denominador. En este caso, la asintota es la recta
horizontal y = 0.

CASO 3: Cuando el grado del numerador es mayor que el grado del denominador la funcién no tiene asintota
horizontal.

4x+1

Ejemplo: Obtenga la(s) asintota vertical (es) y horizontal(es) de la funcion: f(x) =

x—2

e La asintota vertical se encuentra cuando x-2 = 0, es decir la recta x = 2 es la asintota vertical.

e La asintota horizontal se encuentra en el cociente de los términos de mayor exponente, es decir, la
rectay = 4 es laasintota horizontal.

1
ORI EEREERED B AR IR

x=2

Ejemplo: Obtenga la(s) asintota vertical (es) y horizontal(es) de la funcion: f(x) = f_xT“%
e La asintota vertical se encuentra cuando x?> —5x + 6 = 0, es decir las rectas x = 2y x = 3 son
las asintotas verticales.

e Dado que el grado del polinomio del numerador es menor que el grado del polinomio del
denominador, entonces la asintota horizontal es la recta y = 0.
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Trazado de la gréafica de una funcién racional

Para obtener un esbozo de la gréfica de una funcion racional f(x) = % es necesario determinar:
q(x

1. El dominio de f(x).

2. Asintotas verticales y horizontales.

3. Intersecciones de la gréfica de fcon el eje Xy con el eje Y.

4. Andlisis de signos de f{x). (En el que se consideran los cortes con el eje X y también las asintotas
verticales).

5. Graficar f(x) en cada region del plano XY .

Ejemplo: Trazar la gréfica de la funcion:

4 +1 =0
4x+1
fo) = x—2 De ahi que:
_ -1
1. Df =R - {2}. x = —
4
2. Asintotas

Luego, en este caso hay un Gnico punto de corte

Asintotas verticales: x = 2 con el eje X, y es el punto de coordenadas: (_Tl; 0).

Asintotas horizontales: y = 4.

3. Cortes con los ejes coordenados: e Corte con el eje Y (cuando x = 0):
e Corte con el eje X (cuando y = 0): _ Ax+1
y
x—2
4x + 1
y = S, Luego,
Luego: _ 40)+1 -1

Y= o-2 - 2

Astrid Alvarez C. 17



En este caso hay un Unico punto de corte con el

eje Y,y es el punto de coordenadas: (0; _71)

4. Andlisis de signos:

FACTOR (== -1/4) | (-1/4,2} | (2, =)
4yl - 4 o+
X2 - - +
flx)=(4x+1)/0x-2) | + - +

f. Funciones Radicales

fi=fAxt 1)) :

REIES TR T SR R I R I A (1]

LM b ds s

y
21456714 S'I[-IIi!I.‘]HISI!:ﬁI[:?t'

X=

Las funciones radicales son aquellas en las que la variable se encuentra bajo el signo radical.

Funcion radical de indice par.

Ejemplo: f(x) = vx

o Df:
e Rf:

1. Puntos de interseccion:
-Conel eje x (y = 0):

-Conelejey (x=0):

De esta manera, la curva pasa por el punto (0; 0).

2. Tabla de valores:

* | fe=+x
0 0

1/4 14
1 1
A
3 \6
4 2

Astrid Alvarez C.
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Funcion radical de indice impar.

Ejemplo: f(x) = ix

Df:
Rf:

1. Puntos de interseccion:
-Conel eje x (y = 0):
-Conel ejey (x = 0):

De esta manera, la curva pasa por el punto (0; 0).

2. Tabla de valores:

x [ f@) = ¥z

g. Funciones A Trozos

Las funciones definidas a trozos o por partes son las que tienen distinta expresion algebraica segun el intervalo
en el que estan definidas.

x+1 x € [-3,0) 2. Tabla de valores:
Ejemplo: f(x)=45 x2—-2x+1 x €]0,3]
4 x € (3,7) x| f(x)
Df:
Rf:

1. Puntos de interseccion:

-Conel eje x (y = 0):
Nota: Suele nombrarse a f;, f,,....f, a cada una de
las funciones que componen la funcién a trozos fy
hacer el analisis de cada f;, como se aprendid antes.
-Conelejey (x=0): (i=1,2,...n).

Astrid Alvarez C. 19
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h. Funcion valor absoluto.

La funcion de valor absoluto tiene por ecuacion f(x) = |x|. Se define: Si x es un nimero real, entonces el
valor absoluto de x es:

X|= { xsix=0 2. Tabla de valores:
—xsix <0

Df: . X (X
Rf: . ]

1. Puntos de interseccion:

-Con el gje x (y = 0):

-Conelejey (x=0): :
‘ Soo=h

De esta manera, la curva pasa por el
punto

Las funciones en valor absoluto se transforman en funciones a trozos, siguiendo los siguientes pasos:

1. Se iguala a cero la funcion, sin el valor absoluto, y se calculan sus raices.

2. Se forman intervalos con las raices y se evalGa el signo de cada intervalo.

3. Definimos la funcién a trozos, teniendo en cuenta que en los intervalos donde la x es negativa se cambia el
signo de la funcién.

4. Representamos la funcién resultante.

Astrid Alvarez C.



Ejemplo:

Ejemplo:
flz)=|z* —5z+6
flz)=|z|—=
« XT-D¥4H6=0 x=2 x=3
x=1D0
+ - +
7 Fix)= -X-X s! w0
X-X sl ®=0
x*-5x+6 sl x<2
o F)=!-[x*-5x+46) sl 22x+<3 _ ;
'lq ) F(x)= 2x s! %<0
X -EX4E 5l 23 0 sl wx0
ﬁ.
[
4 *
2 2
i 23 4 a
T 1 a 3

i. Funcion signo.
La funcion signo se define como sgn = |x7| de forma que hace corresponder el valor 1 a los nimeros
positivos y -1 a los negativos. Se puede expresar:

1 x>0
sgn=40 x=0 , s
-1 x<0

J. Funcion parte entera.

Es la funcién que asigna a cada namero real el namero entero que cumple la propiedad de ser el mayor de
todos los enteros que son menores o iguales que "x". Se denota por: E(X).

Ejemplo:

E(2.1) =2, E(3) =3,
E(2.3) =2, E(-4.1) = -5,
E(2.9) =2, E(-4.9) = -5,
E(2.99) = 2, E(-5) = -5.
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e—o -2
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T-4

4.3.2. Funciones Trascendentes

Las funciones no algebraicas se denominan trascendentes. Las funciones exponenciales, logaritmicas,

trigonomeétricas e hiperbdlicas, asi como sus inversas, son funciones trascendentes.

Las funciones trascendentes suelen utilizarse en muchas aplicaciones, por ejemplo, en la determinacion del
crecimiento de la poblacion, el célculo de vibraciones y ondas, la eficiencia de algoritmos de computadora y la

estabilidad de estructuras de ingenieria.

a. Funcién exponencial
Una funcion exponencial es aquella que esta escrita de la forma:

f(x) = a*.Dondea € R*; a # 1lyx € R

e Df:
e Rf:

Segun sea el valor de a se tiene:

0, 1)
. ——T®©.D -
0 = 0 x
fAxy=adparaa=>=1 A =ad"paral<a=<=1

Astrid Alvarez C.
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Ejemplo: Sean f(x) = 3*y g(x) = (%)x

e Df:
e Rf:

1. Puntos de Interseccion

2. Tabla de valores

x =3 g(x) = Gy
-3 > 27
iy} % Q
-1 1 3
0 1 1
1 3 1
2 9 1
3 27 = . Nota:

Cualquier numero positivo puede utilizarse como base para una funcién exponencial, pero algunas bases se
utilizan con mayor frecuencia que otras como es el caso del nimero irracional identificado mediante la letra e.

Dondee ~ 2,71828 ...

e suele presentarse en aplicaciones tales como en la descripcion del interés compuesto y en el crecimiento
demografico.

Funcion exponencial natural
Es la funcion f(x) = e*.

Dado que 2 < e < 3, la gréfica de la funcion exponencial natural se encuentra entre las graficas de y = 2*
yy = 3% como se muestra en la figura.

Astrid Alvarez C.
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b. Funcion logaritmica

La funcidn logaritmica en base a es la funcion inversa de la exponencial en base a y se define como:

logeax=y & a¥ =x

fix) = rogux

e Df: )
e Rf: .

1.0 x

Ejemplo: Trace la grafica de f(x) = log,x.

Para elaborar una tabla de valores, se escogen los valores de x como potencias de 2 para encontrar facilmente
sus logaritmos. Se grafican estos puntos y se unen con una curva suave.

|

x i log, x ¥4

i 0

2 1

22 2

23 3 x
2% 4
! =1
2+ -2
24 -3
2 —4

Observacion: Hay dos logaritmos cuyas bases se usan con mas frecuencia y estos son:
1. Logaritmo comun. Son aquellos logaritmos cuya base es 10 y se denota omitiendo la base:
logx = logiox
2. Logaritmo natural. Son aquellos logaritmos cuya base es e y se denota por Ln:
Inx = log.x
Ejemplo: Determine el dominio de la funcion: f(x) = Ln(4-x%).
Como en el caso de cualquier funcion logaritmo, Lnx esta definido cuando x > 0. Asi, el dominio de f es:

Dfz {z/4-2>>0}={z/r? <4} ={z/|z| <2} ={z/ - 2< <2} =(-2,2)

Astrid Alvarez C.
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1. Puntos de Interseccién 2. Tabla de valores

c¢. Funciones trigonométricas (circulares)

Se sabe que los valores de las funciones circulares, N
no dependen del radio del circulo donde se
encuentre el punto P(x; y) perteneciente al lado
terminal de un angulo en su forma estandar. Se
puede suponer, por consiguiente, que las funciones
circulares han sido definidas usando el circulo
x%2 + y? = 1, como lo sefiala la figura: x

Las funciones trigonométricas son importantes, porque son periddicas o se repiten y, por lo tanto, modelan
muchos procesos naturales periddicos. Las funciones trigonométricas basicas son: seno, coseno, tangente,
cotangente, secante, cosecante.

Funcion seno

En la figura anterior, senx es el valor de la ordenada del punto P(x; y) del circulo x2 +y? = 1. La
anterior afirmacion permite construir, con relativa facilidad, la grafica de la funcion f(x) = senx de la forma
siguiente:

Astrid Alvarez C. o5



- Si el dngulo estd medido en radianes, esta medida esta representada por un nimero real; el angulo elegido
puede ser positivo, negativo o cero y por tanto el dominio de la funcién es el conjunto de los nimeros reales.

- Como el valor de senx es la ordenada y de algin punto del circulo unitario, se tiene que el valor maximo
que toma senx es 1y el valor minimo es -1.

La grafica de la funcién f(x) = senx, para valores de x medidos en radianes, es la siguiente:

f(x)=sen(x)

K—21‘r

e Df: ) e Periodo: 21t rad

e Rf: . e Impar: sen(—x) = —senx

Funcion coseno

De la misma manera como se construye la grafica de la funcién f(x) = senx, la gréafica de la funcion
f(x) = cosx viene dada por la siguiente figura.

flx)=cos(x)

e Df: ) e Periodo: 2 rad

e Rf: . e Par:cos(—x) = cosx

Funcién tangente

Partiendo del hecho de que la funcion tangente es una funcion racional, dado que se define como el cociente
entre seno y coseno, podemos dibujar la funcién valiéndonos de las imagenes de esos angulos y de las
asintotas verticales que posee la funcion justo en los valores que el coseno se hace cero.
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3] Jx)=tan(x)

Kr2rr ATz B Tz o ] o Az s

o Df: R-{Qk + 1)7; keZ} e Periodo: 7 rad
Rf: _ o Impar: tan(—x) = —tanx

Funcién cotangente

Partiendo del hecho de que la funcién cotangente es una funcién racional, dado que se define como el cociente
entre coseno y seno, podemos dibujar la funcién valiéndonos de las imagenes de esos angulos y de las
asintotas verticales que posee la funcion justo en los valores que el seno se hace cero.

Jix)=cot(x)

= E o

o Df:R- {km; keZ}. e Periodo: 7 rad
o Rf: . e Impar: cot(-x)= -cotx

Funcion secante

Partiendo del hecho de que la funcién secante es una funcion racional, dado que se define como el cociente
entre uno y coseno, podemos dibujar la funcion valiéndonos de las iméagenes de esos angulos y de las asintotas
verticales que posee la funcion justo en los valores gque el coseno se hace cero.
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f)=sec(x)

= amiz R 2 o Nz L 3z 2r

I

b

e

e Df:R- {2k + Dn/2; keZ}. e Periodo: 27 rad
e R . e Par: sec(-x)= secx

Funcion cosecante

Partiendo del hecho de que la funcion cosecante es una funcidn racional, dado que se define como el cociente
entre uno y seno, podemos dibujar la funcién valiéndonos de las imagenes de esos angulos y de las asintotas
verticales que posee la funcion justo en los valores que el seno se hace cero.

AT

2]

fe=cse(x)

o Df:R- {km; keZ}. . Periodo: 2z rad
o Rf: _ . Impar: csc(-x)= -cscx

Astrid Alvarez C. 8



4.4. TRANSFORMACIONES

Sea f{x) una funciény ¢ € Df.

4.4.1. Traslaciones verticales

Si ¢ > 0, entonces la grafica de f{x) + c es una traslacion de f, ¢ unidades hacia arriba.
Si ¢ < 0, entonces la gréfica de f{x) + ¢ es una traslacion de f, ¢ unidades hacia abajo.

Ejemplo:

e

-

m// e

[ B s
SRR S,
-—"'"_'_'_'_'_'_._

R L . R

0o a4 '8 '8 17 '8 8 ‘10 11 G2—mTd 15 16 (17 18 18 20 @1 22 23 24 25

)= - 4

[ B T T |
m B oW oK a0 oa

4.4.2. Traslaciones horizontales

Si ¢ > 0, entonces la grafica de f(x + c) es una traslacion de f, ¢ unidades hacia la derecha.
Si ¢ < 0, entonces la grafica de f(x + c) es una traslacion de f, ¢ unidades hacia la izquierda.

Ejemplo:

'3 4 5 R T8 ‘9 40 11 12 13 714 15 16 47 18 19 20 2
hix) = x-4
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4.4.3. Expansiones, Contracciones y Reflexiones

Si ¢ > 1, entonces la gréfica de cf(x), es un alargamiento vertical de la grafica de f por un factor de c
unidades.

Si 0 <c <1, entonces la gréfica de cf(x), es un ensanchamiento vertical de la gréafica de f por un factor de ¢
unidades.

Si ¢ < 0 entonces cf{x) es una reflexion sobre el eje x de la funcién f.

Ejemplo:

uj
™y
)
i
o
i
1]

)]

Ejemplo:
Graficar g(x) = 2(x — 4)? - 2, utilizando transformaciones.

Observar que la funcién g se puede obtener a partir de la funcion f(x) = x? en tres pasos:
flz) =2 = (z — 4% = 2(z — 4)? = 2(z — 4)® — 2 = g(=).

El primer paso traslada la gréafica de f horizontalmente, 4 unidades hacia la derecha;
el paso 2, alarga verticalmente la funcion f desde el eje x por un factor de 2;
el paso 3 traslada verticalmente a la funcion f, 3 unidades hacia abajo.
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—= 2 =

f(x)y =x~ Faso 1
T ——
2-_
1 2(x —\)? RN A
Te(x) = 2(x —hH*L 2
—3 3 ' & =t
FPaso 2 Paso 3

4.5. ALGEBRA DE FUNCIONES

Dos funciones reales fy g pueden combinarse para formar nuevas funciones: suma, diferencia, producto y
cociente:

SUMA (f+g)x)=f(x)+glx) | Dom{f + g) = Dam( )| Dam(g)

DIFERENCIA

(f-8)e)= fG)-5(x) | Dom(f - g) = Dom( )1 Dom(g)

PRODUCTO | ()= {(r)gl) | Dom(fz) = Dom{#) D (z)

COCIENTE [EJ{I]:_ ng[gJ:[DamU]ﬂDam(g})-{xfg{IJ#ﬂ}

Ejemplo: Sean f(x) = xy g(x) =+x
Sx) =x+fe
Dado que Df = (—o0; 0) y Dg = [0; ).
Entonces, para:

F+9x) = x +Vx.

D(f + g) = [0; o).
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Ejemplo: Sif(x) =x+4yg(x) =x*- 1.
Dado que Df y Dg son los nimeros reales.
Y la funcion g(x) escero parax=1yx=-1.

Entonces, para (5) x) = f(x) _ x+4

gx)  x2-1

D (g) (x)esR - {~1,1}.

o
=1 hs
|-\:|'-:l-'\'|--"..r
"
-

=
=
Ll

o1 2lala’' s a7 & oo 11

I AR EREY T U IR P R

4.6. COMPOSICION DE FUNCIONES

Se sabe que la notacion g(a) significa el valor de la funcién g(x) cuando x = a; se obtiene al sustituir a por
x, siempre que x aparezca en la expresion de g(x).

Si f{x) es una funcidn, entonces g(f{(x)) es la funcion que se obtiene al sustituir f{x) en lugar de x, siempre
que esta ocurra en la expresion de g(x). La funcion g(f{x)) es llamada la compuesta de g con f y se utiliza el
simbolo operacional o para denotar la compuesta de g con f Asi:

(g > H) = g(f(x)).

De la misma manera, se define:

(f c9)®) = f(g(x)).
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Ejemplo: Sean f{x) =xy g(x) = 2x- 3. Encuentre (f o g)(x), (g ° f)(x).

(fog)(z) = f(g(z)) = f(2z — 3 v’—
(gof)(z) = g(f(=)) = g(V/z) —Ef

4.7. FUNCION INYECTIVA, SOBREYECTIVA Y BIYECTIVA

4.7.1. Funcién Inyectiva

Una funcién f se Ilama inyectiva (0 uno a uno) si no existen dos elementos de su dominio con una misma
imagen. Esto es:

f(x1) # f(xy) siempre que x; # X,
Otra forma de expresarlo es: fesuno auno si f(x;) = f(x,) implicaque x; = x, .

Criterio de la recta horizontal: Una funcién es uno a uno si y solo si ninguna recta horizontal corta a su
grafica més de una vez.

Ejemplo: Determinar si la funcion Observe que cualquier linea horizontal que se
trace sobre la curva toca Unicamente un punto de

f(x) = x3esuno auno. ella.

Six; # x, entonces x5 # x5 oy

(Dos nameros diferentes no pueden tener potencias
Cubicas iguales).

Por lo tanto f(x) = x3 es uno a uno. -

4.7.2. Funcién Sobreyectiva

Una funcion es sobreyectiva cuando cada uno de los elementos del rango es imagen de uno o varios
elementos del dominio.

Ejemplo: Para la funcion: f (x) = 3x- 5 los resultados seran todos los nimeros negativos y positivos desde el
menos infinito hasta el mas infinito. Luego, esta funcion es sobreyectiva.
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4.7.3. Funcioén Biyectiva

Una funcion f es biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.

Ejemplo: f(x) = 3x - 2, es biyectiva.

4.8. FUNCION INVERSA

Se llama funcién inversa de fa otra funcién f~* que cumple que:
Sif{a) = b entonces f~1 (b) = a. Siempre que fsea inyectiva.

Ejemplo:

y f{x)=x+4 y 3

flx)=x-4

o o fa o o

Se puede observar que: Domf~! = Ranfy Domf = Ranf™!

Observacion 1: Las gréficas de fy f~son simétricas respecto de la recta f{x) = x (funcion identidad).

Observacion 2: Si dos funciones son inversas su composicion es la funcién identidad.

foft=fTtef=x

Ejemplo: Determine f o f~1y f~1o f. fix)=x+4y f1(x) = x — 4.
Para las funciones dadas en la gréfica.

4
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Célculo de la funcion inversa:

1. Se escribe la ecuacion de la funcién con x e y.
2. Se despeja la variable x en funcién de la variable y.
3. Se intercambian las variables.

Ejemplo: Calcular la funcion inversa de:

2z43
1 y=23
2. y(z—1)=2z+3
Ty —y=2x+3
zy—2r=3+y
t(y—2)=3+y
3ty
y—2
3. fz) = ifg NI ARNGAR

» Se comprueba el resultado para z = 2 (Cual-
quier punto del dominio de la funcién f(z)):

= Se comprueba el resultado mediante la compo-
sicién de la funcién f con su inversa f~:

4.8.1. Funciones trigonométricas inversas.

Las funciones trigonométricas son todas funciones periddicas. Asi las gréaficas de ninguna de ellas pasa la
prueba de la linea horizontal y tampoco son 1-a-1. Esto significa que ninguna de ellas tiene una inversa a
menos que el dominio de cada una esté restringido.

Ya que las gréficas son periddicas, si escogemos un dominio adecuado podemos usar todos los valores del
rango.

Si restringimos el dominio de f(x) = sinx a [%”%] hemos hecho la funcion 1-a-1. El rango es [-1, 1].

Se denota la funcidn inversa como y = sin~1x. Y significa que y es el angulo de nimero real cuyo valor de
Seno es X.

Se debe tener cuidado con la notacién usada. El superindice “~1” NO es un exponente. Para evitar esta
notacion, algunos libros usan y = arcsinx como notacion.
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Para graficar la inversa de la funcién seno, recuerde que la grafica es una reflexion sobre la recta y = x de la

funcién seno.

Similarmente, se puede restringir los dominios de las funciones coseno y tangente para hacerlas 1-a-1.

Tz
fx) = sin(x)
1
y=arcsin{x)
[x]
-1 o 1
-2 -1 () 2n
-1
-T2 )
I k
¥ y=arccos(x)
P = COSX
J s(x) 2.
x
et i i -
—-2R - a " 2x \
-1
0
-1 ] 1
TN SYTRT .
is' stanf ] ' E
. : : ;
E Pt ) ; J=arctan(x)
] ]
: ; : L X :
il i i H T 5 40 4 2 i/ 1 I s 5 @
1 ! ' 1
1 1 ' 1
1 1 =17 ' 1
1 ! ' ]
1 ! ' 1
] ! ' ]
1 V2T : '
1 | ¥ ] 2
1 I ¥ 1
: [ ) 4 ' :
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