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1. Parabolas

1.1. Secciones cdnicas

= Surgen al intersecar la superficie de un cono con un plano

= Dependiendo de la posicién del plano obtenemos:

e Circulo

Elipse

7\ Parébola Circulo Elipse
. A\ Hipérbola
e Parabola j

o 3

Hipérbola /.-

Parabola Hipérbola

1.2. Definicién

Definicién 1.1 (Pardbola). Una pardbola es el conjunto de todos los puntos en un plano
que equidistan de un punto fijo F (el foco) y una recta fija £ (la directriz) que estdn en el
plano.

d(P,F) = d(P,P)
VE—=02+y—p? = (@—2)?%+(@y+p)?
?+y? = 2py+p* = y?+2py+p
FO.9) 2 = py
v
t 2% = dpy 6 Y= tzQ




1.3. Parabolas con vértice V (0,0)

_ Y
:c2:4py| y x® = 4py Y= —p
x
F(0,p) F(0,p)
x
Yy=->p
y2 = 4pl‘ I Y Y y2 — 4pl‘
F(p,0) F(p,0)
x x
T =—-p r=-p
1.4. Determinacion del foco y la directriz de una parabola
Ejemplo 1.1. Encuentre el foco y la directriz de la pardbola
8y = 2
y trace su grdfica.
Solucién
= Ecuacion:
8y = a2
Yy = é x2 Yy
~~ 1F(0,2)
= Foco: . : T — T
3 -2 1 2 3
_ 1 J
a = E y = —92
1
p = -
a
1 1 1 9
S R o S S



1.5. Determinacién de la ecuacién de una parabola

Ejemplo 1.2. Determine la ecuacion de una pardbola que tiene vértice en el origen, abre
a la izquierda y pasa por el punto P(—7,-3).

Solucién
» Ecuacion 4
r = ay?
-7 = a(-3)?
7 = og o
I = 4
= Foco:
1 1 1 9
po= = 4(_9 = 7% = —55 R —0,321428571

1.6. Parabolas con vértice V(h, k)

(z —h)* = 4p(y — k) (x —h)? =4p(y — k)

p>0 p<O0



1.7. Parabolas con vértice V(h, k)

(y — k)* =4p(xz — h) (y — k)* =4p(x — h)

an

p>0 p<0
1.8. Trazado de una parabola con eje horizontal

Ejemplo 1.3. Trace la grifica de
y=a%—4x+2

Solucién
= FEcuacion y
Y= aPodp2 e

y—2 = 22 — 4z

y—2+(7) = 2>—dx+(?)

24 (R = e ()]

y—2+44 = z2?—4dx+4

y+2 = (z-2)?

= (z—h)? =4p(y— k)

e h=2k=-2y dp=1=p=1/4

o V(hk)=V(2,~2)

o F(hk+p)=F(2,-2+1)=F(2,-3)



1.9. Determinacién de una parabola dados su vértice y directriz

Ejemplo 1.4. Determine la ecuacion de la pardbola que tiene como vértice a V(3,—5) y
directriz x = 2

Solucion

mrx=h—-p = 2=3-p = p=1

- (y—k)?* = dp(z—h)
s (y— (—5))2 = 4(x—3)
g (y + 5)2 = 4(:17 — 3)

1.10. Ejemplo de aplicacién

Ejemplo 1.5. FEl radiotelescopio mostrado en la figura en forma de paraboloide tiene un
diametro de 120 metros y una profundidad de 20 metros. Este concentra los haces de las
senales que inciden de manera paralela ol eje de la pardabola en un receptor situado en el
foco. Encuentre la distancia desde el centro del disco hasta el receptor.

Solucion

y? = dpz
602 = 4p-20
3600 = 80p
" I
(26,1 p = % = 45 metros




2. Elipses

2.1. Secciones conicas

» Posibilidades:

e Circulo

e Elipse

\ Paréabola
, Hipérbola
e Pardbola

2a8

e Hipérbola I S

= Las elipses se pueden generar. ..

2.2. Definicién

i
T

Elipse

an
ot
o

Pardbola Hipérbola

Definicién 2.1 (Elipse). Una elipse es el conjunto de todos los puntos en un plano tales
que la suma de las distancias a dos puntos fijos llamados focos es una constante positiva




2.3. Ecuacién de la elipse

d(F1, P) 4+ d(F2, P)

VE+eP + -0+ V(2 - +(y -0
=0 + 4

(x—0)*+y’

2 — 2zc + 2 +y2

22— 2xc+ 2 + y2

dar/(z + c)? 4+ y2

av/(z+¢)? +y?

@* (2 + 0 +47)

a? (m2 +2xc+ 2+ y2)
a’z? 4+ 20°zc 4 a*c* + a?y?
(a2x2 f:v2c2) T a?y?

$2 (a2 _02) +a2y2

m2 y2
$2 y2
PR

2.4. Elipses con centro (0,0)

Vi (—a, O\ F1 (—c, 0) ¢ Fz(t;O) Va(

(07 7b)

T

a,0)

2a
2a

2a —\/(z+¢)?> + y?

(2a —V(@+e)?2+ y2)2

40 —dar/(z + )2 + 42 + (x + ¢)* + ¢/*
4a® — 411\/(x—|—c)72—&—y2 + 22 + 2z 4+ +y°

4a® + 4axc

a® + zc

(a2 + :vc)2

a* + 2d%xc + 227

a' + 2d%wc + 2%

a' —a®c?

a2 (a2 - CQ)

1, dividimos por a? (a2 — 02)
1, b?=a%—-¢?
2 2
T
L
a? b2
Yy

(71)1 0) b \ (b7 0)

F1 (07 —C
V1(0, —a)




2.5. Ecuacidén estandar

Definicién 2.2 (Elipse). La grdfica de una elipse con centro en el origen estd dada por

2 2 2 2
T T
+y_:1 5 +y_:1

? b2 o b_2 (12 , a>b>0

Longitud del eje mayor: 2a

Longitud del eje menor: 2b

. 2 =g2 2

Los focos estdn a una distancia c del origen

2.6. Trazado de una elipse con centro en el origen

Ejemplo 2.1. Trace la grdfica de 4x? + 25y% = 100 y halle sus focos.
Solucién
= Intersecciones en x:
y = 0 = 42> = 100
= 2z = £5

= Interseciones en y:

= 0 = 252 = 100

= Ejes:

2<3 = eje mayor sobre el eje x

= Focos:
a=5b=2 = 2=ad>-02=25—-4=21
— c=+21

10



2.7.

Trazado de una elipse con centro en el origen

Ejemplo 2.2. Trace la grifica de 922 + 4y? = 36 y halle sus focos.

Solucion

2.8.

Intersecciones en x

y g
—

Interseciones en y

X

0 = 922 = 36

r = 0 = 4> = 36
== y = =3
Ejes
2 <3 = eje mayor sobre el eje y
Focos

a=3,b=2 =

=

A=a>-P=2=32-22=5

c=v5

Elipses con centro (h, k)

Fa(h+ ¢, k)

11

X
1 3
-4
(y—k?  (2—-1h)
a? 2 1
Yy
i(h7 k+a)
Fy(h,k+c)
(h+ b, k)

Fy(h,k —c)




2.9. Trazado de una elipse con centro (h, k)

Ejemplo 2.3. Trace la grdfica de

1622 4+ 9y% — 322 — 36y — 92 =0

Solucién
Yy
1622 4+ 9y? — 322 —36y —92 = 0 .
Fa(h,k+c
(1622 — 322) + (942 —36y) = 92 6 2k
16(2% —2z) + 9(y* —4y) = 92
16(x% =22 +7) + 9> —4y+7) = 92
16(22 — 22 +1) + 92 —dy+4) = 924+16-1+9-4
16(x—1)* + 9(y—2)* = 144
16(z —1)?  9(y —2)? -
@-D®  Sw-2° _
144 144
(x —1)? n (y—2)? _ 1 " C R(hk—o)
9 16

2.10. Excentricidad

Definicién 2.3 (Excentricidad). La excentricidad e de una elipse estd dada por
2 52

donde
= q: semieje mayor
= b: semieje menor

= c: distancia del centro de la elipse a cualquiera de los focos

Observaciones
Y
(O,Z)) ] 0 S e < 1:
c
0<c<a = 0L -<1
a
(—a,0\ Fi(—c,0) F>(c,0)/(a,0) v = 0 S e <1
(0, —b) = ex (0 = elipse “circular”

= ex 1 = elipse muy “plana”

12



2.11. Aplicaciones

Proposicién 2.1 (Primera ley de Kepler). Todos los planetas se desplazan alrededor del
Sol describiendo orbitas elipticas con el Sol en uno de sus focos.

d N
/ \
\

. .
s /2
\ !
\\ /

1. Afelio: punto mas distante al Sol sobre la trayectoria

2. Perihelio: punto més cercano al Sol sobre la trayectoria

3. Distancia media: longitud del semieje mayor de la orbita eliptica descrita por el
planeta.

13



3. Hipérbolas

3.1. Secciones conicas

» Posibilidades:

e Circulo

e Elipse

g ’Parébola Circulo Elipse
. A\ Hipérbola
e Pardbola

e Hipérbola : S \

Parabola Hipérbola

3.2. Definicién

Definicién 3.1 (Hipérbola). Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos en un plano
tales que la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos es una constante
positiva

|d(F1;P> 7d(F27P)| = 2a
P I 22 2
Fi(—c,0) Fa(c,0) ¥ 2 cgy_a2 = 1
2 2
oYy
a? b2

14



3.3. Hipérbolas con centro (0,0)

.’L'2 y2

a? b2

3.4. Ecuacidén estandar

Proposicion 3.1. La grdfica de una hipérbola con centro en el origen estd dada por

1.2 y2 ) y2 1.2
2 p e T

Longitud del eje transverso: 2a

Longitud del eje conjugado: 2b

w 2 =a’+ 12

Los focos estdn a una distancia c del origen

15




3.5. Trazado de una hipérbola con centro en el origen

Ejemplo 3.1. Trace la grdfica de 4z — 9y? = 36 y halle sus focos.

Solucién

» Ecuacion estdndar:

422 — 99?2 = 36
4% 9y? _ 9
36 36
2 2
oY
9 4
X

a2=9 = a=3

=4 = b=2

A=a’4+=944=13 = ¢=+/13

3.6. Trazado de una hipérbola con centro en el origen

Ejemplo 3.2. Trace la grifica de
2 2
v _r 4
4 5

Solucion
» Ecuacion estdndar:
2

Y ox
4 5

=4 = a=2
=5 = b=+b

A=a>4+=445=9 = ¢=3

16



3.7. Determinaciéon de una hipérbola con condiciones dadas

Ejemplo 3.3. Una hipérbola tiene como vértices (+5,0) y pasa por P (5\/5, 14). Determine
su ecuacion, focos y asintotas.

Solucion

» Ecuacion estandar:

= P (5\/5, 14) estd en la hiperbola:

(5v5)*  (14)?

55 2
196
_?:1
196
4:b—2
o= 90
= =

n =042 =25449=74 = c=+/T4

3.8. Hipérbola con centro (h,k)

(x—h)? (y—k)?>

— =1
a? b2
y—k=—2(x—h) y y—k=2(x—h)
\ (h, k + )
N B y
Fi(h — c, k) (s ) Fa(h+ ¢, k)
. :( 2 .
Vi(h —a, k) \\ ! Va(h + a, k)
JEJR — e-------X z
(h,k —b)

17
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